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INTRODUCTION. 



grales de l'équation (2) sont les mêmes pour toutes ces intégrales 
(c'est-à-dire indépendants de la valeur initiale yQ que prend au 
point initial Xq l'une quelconque des intégrales). La situation de 
ces points, que M. Painlevé appelle points singuliers fixes, sera 

connue si l'on connaît les coefficients des puissances de y dans la 

P 
fraction ^» Il est alors naturel de se demander s'il existe des équa- 
tions (2) dont les intégrales ne présentent pas d'autres points 
singuliers que les points singuliers fixes ainsi déterminés. M. Pain- 
levé démontre que seule l'équation de Riccati 

^=Ao-+-Ai^H-A2j2 

est dans ce cas. En particulier, l'équation de Riccati est la seule 
équation (2) dont toutes les intégrales puissent être des fonctions 
uniformes de x. 

Ce dernier théorème nous apprend que, si nous nous proposons 
d'étudier les intégrales d'une équation (2) qui ne soit pas une équa- 
tion de Riccati, nous aurons affaire à des fonctions multiformes ► 
Mais ne pouvons-nous espérer que ces fonctions n'auront qu'un 
nombre limité de branches, je veux dire qu'à une valeur quel- 
conque de X ne correspondront qu'un nombre fini (n) de déter- 
minations de ^? M. Painlevé répond encore à cette question : 

Si les intégrales d^une équation (2) sont des fonctions 
à n branches, r équation (2) se ramènera à une équation de 
Riccati par un changement de variable rationnel. On saura 
toujours reconnaître, au moyen d^un nombre fini d^ opérations^ 
algébriques, si le changement de variable est ou n^ est pas pos- 
sible. 

Tel est l'état où se trouve, à la suite des travaux de M. Painlevé,. 
l'étude de l'équation rationnelle (2) : i" à part un petit nombre 
d^ équations qui se laissent ramener à Inéquation de Riccatiy 
les équations (2) définissent des fonctions multiformes possé- 
dant un nombre infini de branches; 1^ sur la nature de ces 
fonctions multiformes, nous ne possédons, pour ainsi dire, 
aucune indication positive. Nos connaissances à cet égard se 
réduisent aux propositions, d'un caractère purement local, qui 
ont trait aux points singuliers de Briot et Bouquet. 
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Cette double constatation ouvre devant nous un vaste champ de 
recherches. Comment explorer ce champ? Si les réflexions que 
nous avons faites plus haut sont justes, il conviendra de s'inspirer 
largement des vues nouvelles récemment introduites dans la théorie 
des fonctions. 

On pourra commencer par particulariser le problème et se pro- 
poser, par exemple, d'étudier les intégrales de l'équation 

(3) ^ H-Ao-hAi^-+-A27*-hA373=o, 

où les A sont des polynômes en x. 

Les intégrales de (3) présentent, en général, une infinité de dé- 
terminations et une infinité de points singuliers. Nous ne saurons 
donc pas, d'ordinaire, former une expression analytique qui repré- 
sente ces fonctions pour toutes les valeurs de la variable. Nous 
pourrions alors chercher à les représenter dans des régions de plus 
en plus étendues. Mais d'autres recherches devront être entre- 
prises auparavant dont le type sera fourni par la théorie des 
fonctions entières. 

Nous nous demanderons quel est le mode de croissance, l'allure 
d'une branche d'intégrale lorsque x s'approche d'un point singu- 
lier transcendant. 

Nous étudierons, autour des valeurs limites, la condensation 
des points singuliers ou des déterminations des intégrales. 

D'une manière générale, nous examinerons le mécanisme des 
permutations qui échangent entre elles les diverses branches de 
ces intégrales. 

On le voit, ce ne sont pas les questions à traiter qui font défaut. 
Reste à savoir dans quelle mesure ces questions sont solubles. 
C'est ce dont je voudrais que nous cherchions à nous rendre 
compte au cours de ces leçons. Je me garderai d'entreprendre 
une classification et une discussion complètes. Je m'arrêterai prin- 
cipalement sur les types les plus simples d'équations (2), et je me 
demanderai quelles méthodes il serait bien possible d'imaginer 
pour les étudier, quels résultats on pourrait attendre de ces mé- 
thodes. Peut-être réussirai-je ainsi, sinon à résoudre le problème 
dont je viens d'esquisser l'énoncé, du moins à en montrer l'in- 
térêt. 
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NOTIONS FONDAMENTALES. 



I. — Points OÙ le théorème de Cauchy n^est pas applicable. 

J'ai fait allusion aux propositions capitales démontrées par 
M. Painlevé relativement à l'équation 

où P et Q sont des polynômes en y. C'est sur ces propositions 
que nous fixerons tout d'abord notre attention. Mais, au préa- 
lable, il nous faut dire quelques mots du théorème de Cauchy et 
des points où il cesse d'être applicable. 

Soit Xq^ yo un système de valeurs au voisinage duquel le coeffi- 
cient différentiel y*( a:, y) est holomorphe. L'existence d'une inté- 
grale holomorphe unique, égale à jko pour x = Xq^ est établie par 
le théorème de Cauchy, que nous énoncerons en ces termes (*) : 

Soit f{x^ y) holomorphe dans le domaine \x — ^o( = ^j 
I y — y^ I ^ p. Il existe une fonction de x satisfaisant à Véqua^ 
tion différentielle (i), égale à y^ pour x = x^^ et holomorphe 
autour de x^ dans un cercle de rayon au moins égal {^) à 

r\\ — e^^f- ) . 

Soit, d'autre part, L un chemin quelconque, de longueur finie 
ou infinie, convergeant vers Xq (c'est-à-dire satisfaisant à la con- 
dition suivante : quelque petit que soit e, il existe sur L un point :r< 



(*) Voir, par exemple, Picard, Traité d'Analyse, t. II, Chap. XI. 
(^) La valeur exacte du rayon de convergence serait une valeur plus élevée. 
Cf. le Traité d'Analyse de M. Picard, t. II, Chap. XI. 
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tel que, à partir de x^^ le chemin L ne sorte plus du cercle de 
centre Xq et de rayon e). Imaginons qu'il existe une fonction de x 
qui satisfasse à l'équation diflerentielle (i) et qui, lorsque x tend 
vers Xq sur le chemin L, tende vers la valeur ^o- Cette fonction 
ne saurait être distincte de V intégrale holomorphe définie 
dans la première partie du théorème (* ). 

Du théorème de Cauchy on peut déduire le corollaire suivant : 

Si /(x, y) est holomorphe au voisinage de x = Xq^ y ^=yo, 
Vintégrale y = f (^, y'^^, x[^)^ qui prend en x^ la valeur y'^^ est 
une fonction holomorphe des trois variables x^ y'^^ x^, pour x 
et Xq voisins de ^r» ety'^ voisin de yo. 

En efl'et, lorsque aj^, jkJ» sont situés dans un certain domaine fini 
autour de Xq^ yo^ /{^j X) ^st développable par rapport aux puis- 
sances de (x — x'q)^ (y — jvi)? ^^^ coefficients étant des fonctions 
holomorphes de x\^ ^^ y'o' D'autre part, l'intégrale y est dévelop- 
pable (au voisinage de x^=Xq) par rapport aux puissances de 
(x — Xq) et les coefficients du développement sont (d'après le 
théorème de Cauchy) des fonctions rationnelles des coefficients 
def(x, y). On en conclut (^) que l'intégrale y est fonction holo- 
morphe des trois variables (x — x^), x^^ y^. 

Le théorème de Cauchy est en défaut lorsque la fonction /(x, j^) 
de ;r et ^ présente une singularité pour x = Xo^ yz=yQ. Les 
points Xq où il en est ainsi se répartissent entre plusieurs catégo- 
ries. 

Première catégorie, — Supposons d'abord que Q(^07 yo) 
s^ annule en Xo pour Une valeur isolée de yo, P et Çl étant holo- 



(*) Sur cetle forme de l'énoncé du théorème de Cauchy, et sur le corollaire 
qui suit, voirj en particulier, les Leçons de Stockholm de M. Painlevé, p. i8. 

(^) Je m'appuie sur la proposition suivante que l'on déduit des propriétés des 
fonctions de deux variables {consulter, par exemple, Picard, Traité d* Analyse, 
t. II, chap. IX). Soit une fonction de deux variables, g{x^ (jl), développable 
sous la forme g{Xf jx) = £g',(jx)a7*, les coefficients gi étant des fonctions holo- 
morphes de {X pour | {x j < t, et le développement convergeant absolument pour 
I jx I < T, I a? I < r : g est une fonction holomorphe des deux variables x et \l 
pour I a? I < r, I [JL I < T. 
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morphes au voisinage de Xq, Jq, et P (jto? /o) étant différent 
de zéro. 

Pour étudier ce cas, bien connu, on considère l'équation (i) 
sous la forme 



(2) 



dy P(a7, j) f{x,y) 



Le coefficient différentiel de l'équation (2) est holomorphe au 
voisinage de Jio, y,)- D'ailleurs, puisque Q(^oî y) admet jKo comme 

zéro isolé, le développement de -r-, r contient des termes indé- 

pendants de 57 — Xq^ que l'on peut ordonner par rapport aux puis- 
sances croissantes de y — y^. Soit m le degré du premier de ces 
termes. Le théorème de Cauchy montre que l'équation (2) admet 
une et une seule intégrale égale à x^ pour^=:j^Oî intégrale qui 
est holomorphe et développable sous la forme 

On en conclut que l'équation (1) admet une et une seule inté- 
grale égale à jko pour x =. Xq^ et que cette intégrale est dévelop- 



pable autour de Xq par rapport aux puissances de (.r — Xq)'^'^^ : 
le point Xq est donc pour elle un point critique algébrique au- 
tour duquel se permutent m + i déterminations. 

Nous dirons que l'intégrale y ainsi définie est algébroïde ( * ) 
au voisinage de x^. Nous signifions par là qu'autour de x^ cette 
intégrale se comporte comme une fonction algébrique. 

Prenons maintenant des conditions initiales ^Jj, y'^ voisines de 
.To, ^0- Je dis que V intégrale y = o(x^ y^^ x'^) qui est égale à 
y^ en x'^ est une fonction algébroïde des trois variables x, y\^^ x'^ 
pour X et x'q voisins de Xq, y'^ voisin de yo> 

Soit, en effet (-), 



(^) On dit qu'une fonction est algébroïde dans une région R si elle est repré- 
sentable, dans cette région, par une relation de la forme n{x, y) = 0, II étant 
un polynôme en y et une fonction de a; holomorphe dans la région R. 

(') C/. les Leçons de Stockholm de M. Painlevé, p. 34-35. 
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l'intégrale de Féqualion (2) déiînie par les conditions initiales x^^ 
y^. D'après le corollaire de la page 9, d* ^st une fonction holo- 

morpbe de jk, ^i? ^oj lorsque |y— ro|, \x'^ — Xo\, 1/0—70! 
sont inférieurs à un certain nombre X. La fonction cp ne saurait 
donc présenter d'autres singularités que des singularités algé- 
briques au voisinage des valeurs initiales Xq^ yo^ joq. Soit, d'autre 
pari, q le nombre des zéros de à(y^ Xqj yo) confondus en y =yo- 
Décrivons dans le plan y autour de y^ un cercle F, de rayon 
moindre que X, tel que (*) (pour Xo, x'^^ y^ situés dans un certain 
domaine D autour de x^ ^o? ^o) le module de la fonction de y^ 
^{y^ x'ç^y y'^) — (x — x'f^) reste, sur le contour de F, supérieur à un 
nombre positif M. Lorsque x^ .rj,, y'^ varient dans le domaine D, 

les zéros de la fonction ^{y, -^o^yo) — (^ — ^0) ^^J* 4^^ ^^^^ situés 
dans F se déplacent avec continuité; mais ils ne peuvent sortir 
de F puisque 'S^ — (x — x'^^) ne s'annule pas sur le contour de F. 
Je dis que ces zéros sont, à l'intérieur de F, en nombre q exacte- 

ment. En effet, leur nombre est éeral à rintée;rale"v/ •; r r:' 

Or, cette intégrale, qui a une valeur entière, est égale à q pour 
X = x'q= Xq, y'^ ^^yoj d'autre part, elle est, sur le contour de F, 
une fonction continue de x^ J7„, y'^^ dans le domaine D. Elle reste 
donc égale à q dans tout ce domaine. En résumé, lorsque x^ x^, 
v'q varient dans un certain domaine D autour de x, ^o? JK05 l'iii" 
tégrale ^ = ©(j7, j^09 ^0) ^^ présente que des singularités algé- 
briques et n'admet que q déterminations (intérieures à F) : c'est 
une fonction algébroïde. 

Passons maintenant à l'examen des points singuliers qui n'ap- 
partiennent pas à la première catégorie définie plus iiaut, et répar- 
tissons-les à leur tour. 

Deuxième catégorie, — Supposons que P et Q^ soient hoio- 
morphes au voisinage de Xq^ yo^ et que Von ait 

^"(^0, ro) 5^ o, Q(a7o, 7o) = o, 

(*) Puisque jKo est un zéro (multiple) isolé de 4^ — (^ — <a7o) '1 existe bien un 
cercle V répondant aux conditions voulues lorsque x = x's^ = x^, y^ = y^) la 
continuité de 4* niontre alors que ce cercle existe encore pour x^ Xq voisins 
de Xq, y'^ voisin de y^. 
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cette dernière égalité étant identiquement satisfaite (au 
point Xq) pour toute valeur de yo' En d'autres termes, soit Xq 

un pôle de ^ ' quel que soit y\ 

Dans ces conditions, le coefficient diflférentiel de Téquation (2) 
ne contient pas de terme indépendant de :c — Xq\ l'intégrale holo- 
morphe de (2) se réduit k x-=. Xq^ et le raisonnement qui nous a 
servi tout à l'heure est inapplicable. 

Des exemples simples montrent qu'un point x^ de la deuxième 
catégorie peut être point singulier transcendant pour les intégrales 
de l'équation (1). 

Ainsi l'équation 

dx X 

a pour intégrale générale y = Ca:^\ Or, si A est un nombre com- 
plexe ou irrationnel, cette intégrale admet une infinité de déter- 
minations qui se permutent autour de l'origine et diflfèrent entre 
elles j)ar des multiples de e-'^^. 
Pareillement, l'équation 

dy^ _ a-^y 
dx X* 

admet l'intégrale générale 

_i 

y -h a = Ce -*" , 
pour laquelle l'origine est un point transcendant. 

Troisième catégorie. — Supposons que Von ait, pour une 
ou plusieurs valeurs isolées (*) deyo, 

P(-2^o, yo) = Q(aro, yo) = o, 

1? et Q étant holomorphes au voisinage de Xq^ yo. 

Le coefficient différentiel se présente alors, pour x = Xo^ y=yo', 



(*) Si ces valeurs n'étaient pas isolées, les égalités P(^o> ^o) = Q(^«> Xo) = ® 
devraient être identiquement vérifiées (au point x^) quel que soit^Q. Chacun 
des polynômes P et Q admettrait alors comme facteur une certaine puissance de 
{x — Xq), et, en éliminant le facteur commun à ces polynômes, on serait ramené 
à Pun des cas déjà étudiés. 
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SOUS la forfme indéterminée -• En ce cas encore, le point Xq peut 

être point singulier transcendant pour les intégrales de l'équa- 
tion (i). Ainsi nous verrons plus loin (Chap. III, p. 67) que l'ori- 
gine est un point transcendant pour l'intégrale générale de l'équa- 
tion 

dy ^ OLy -h ^x 

dx y 

Remarquons en passant que, si l'on se donne une équation (1) 
algébrique en x^ on saura toujours déterminer algébriquement les 
points singuliers de la troisième catégorie que peuvent présenter 
ses intégrales : ce sont les racines x^ du système d'équations simul- 
tanées P(:r, y^ = o, Q(^, y) = o, 

Quatî'ième catégorie, — Supposons maintenant que Uune au 
moins des fonctions P et Q ne soit pas holomorphe a{i voisinage 
de JTo, ^0- P et Q étant des polynômes en jk? il faut, pour que cette 
circonstance se présente, que Xq soit point singulier d^un coef- 
ficient au moins des polynômes P e^ Q. 

Lorsque Xq est un point critique algébrique pour les coefficients 
de P et Q,*ces coefficients sont, au voisinage de x=^Xq^ des fonc- 
tions holomorphes d'une puissance fractionnaire de x — Xq. Le 
changement de variable x — Xq=^ t"^^ où m est un entier positif, 
nous ramène alors à l'un des cas précédemment examinés. 

Lorsque Xq est un point singulier transcendant des polynômes 
P, Q, il est clair que les intégrales de l'équation (i) admettent en 
général Xq comme point transcendant. 

Les points Xq où, pour certaines valeurs (finies) de y^^ le théo- 
rème de Cauchy cesse d'être applicable appartiennent nécessaire- 
ment à l'une des quatre catégories qui viennent d'être énumérées. 
Entre ces points il y a lieu de faire une distinction. 

Nous remarquons que les points de la première catégorie (s'il en 
existe) sont des points arbitraires. En effet, s'il existe des points 
de la première catégorie, Q(^oîyo) dépend, par définition, àe y^ 
et s'annule par suite, quel que soit Xq^ pour une ou plusieurs 
valeurs de^o. Il y a donc toujours une ou plusieurs intégrales de 
l'équation (1) qui admettent comme point de la première catégorie 
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un point Xq quelconque. Pour exprimer ce fait, M. Painlevé dé- 
nomme les points singuliers de la première catégorie points cri- 
tiques mobiles de l'équation (i). Ce sont toujours, nous l'avons vu, 
des points critiques algébriques. 

Au contraire, les points singuliers de la deuxième, de la troi- 
sième et de la quatrième catégorie sont des points, en général (*), 
isolés, dont la situation ne dépend pas de la valeur choisie pour y^, 
mais seulement des coefficients des polynômes en^, P et Q. On 
les appelle, pour cette raison, points singuliers fixes {cf. p. 6). 
Ce sont, en général, des points transcendants. Notons de plus que, 
si P et Q sont des fonctions algébriques de x^ le nombre des points 
singuliers fixes est nécessairement fini. 

Cinquième catégorie , — Nous avons supposé jusqu'ici que y© 
avait une valeur finie. Pour être complets (2), nous devons encore 
examiner la ou les intégrales de V équation (1) dont la valeur 
est infinie au point Xq, Ces intégrales admettent-elles Xq comme 
point singulier, et de quelle nature? 

Faisons le changement de variable ^ = -- L'équation (i) se 
transforme en une équation de même forme 

dz ^ Pi(a7, z) 

^^ dx Qi(:r,^)' 

Pi et Qi étant des polynômes par rapport à -s. Sur l'équation (3) 
nous pourrons répéter la discussion faite tout à l'heure sur l'équa- 
tion (1), les valeurs initiales à considérer étant ^= x^^ ^ = o. 

L'intégrale z de (3) qui s'annule en x^ peut être une fonction 
holomorphe de x au voisinage de x^. Son inverse admet alors x^ 
comme pôle. Les pôles sont, pour les intégrales de l'équation (i), 
des points singuliers mobiles. 

L'intégrale -S peut également être algébroïde au voisinage de Xq : 



(•) Ces points sont isolés si les singularités des coefficients de P et Q sont 
elles-mêmes isolées. 

(') Nous continuons à supposer que Xq a une valeur finie. Si x^ était infini, 

on transformerait l'équation en opérant le changement de variable a? = ^• 
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son inverse y admet alors Xq comme point critique algébrique 
(mobile) ('). 

Enfin l'intégrale z, et par suite son inverse j', peuvent admettre Xq 
comme point singulier transcendant (fixe). 

Remarquons que les points singuliers des coefficients de P^, Qi 

P 
et les points qui sont des pôles de r^- quel que soit z^ ne diffèrent 

pas des points singuliers de P, Q, et des points qui sont des pôles de 

-^ pour j^ quelconque. Gomme points singuliers fixes des intégrales 

de (3) qui n'aient pas déjà été décelés par l'étude de l'équation (i), 

nous n'obtenons donc que les points (s'il en existe) où l'on a à 

la fois 

Pi(^o, o)= G, Qi(a?o, o)= G. 

Ces points constituent une cinquième catégorie de singularités 
pour les intégrales de l'équation (i). 

Pour clore cette discussion, nous en dégagerons en ces termes 
la conclusion : Appelons $i, $2? ••• les points singuliers fixes de 
l'équalion (i). Ce sont les points des catégories deuxième, troi- 
sième, quatrième et cinquième, que nous déduisons directement des 
coefficients de P et Q. Si l'on considère un point quelconque Xq^ 
distinct des points Ç, l'intégrale qui est égale à jo ou à l'infini 

pour x = Xq est unique. Pour cette intégrale, Xq est un point 
d'holomorphisme, un pôle ou un point critique algébrique. 



II. — Théorème de M, Painlevé, 

Dans le paragraphe précédent, je me suis placé au point de vue 
local des fondateurs de l'Analyse moderne : je me suis donné a 
/>/'for« des conditions initiales a?0)^oî et j'ai considéré au voisinage 



(^) Les corollaires des pages 9 et lo s'étendent à ces deux cas : V intégrale 
j^ = (p(a7, yj, a7j), qui est égale àyj, en a?^, est une fonction méromorphe ou 
algébroide des trois variables x^ yj, x\ pour x et x'^ voisins de Xq, y'^ voisin 
de V infini. 
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de Xq la ou les intégrales de l'équation (i) que définissent ces 
conditions. Je vais maintenant me poser, avec M. Painlevé, une 
question plus générale. Etant donnée une intégrale Y de l'équa- 
tion (i), définie par la valeur C qu'elle prend en un certain point 
fixe Xq, que devient cette intégrale lorsque jt décrit à partir de Xo 
un chemin L quelconque ? 

Considérons un point Xq du chemin L. Si Xq coïncide avec l'un 
des points (*) singuliers fixes $<, $2? ••• q^ie nous avons définis 
plus haut, Xq sera en général une singularité transcendante des 
intégrales de (i). Si Xq ne coïncide pas avec un point $, nous de- 
vrons envisager les deux hypothèses suivantes : 

i" Lorsque x tend vers Xq sur le chemin L, Y tend vers une 
valeur déterminée yo? finie ou infinie; 

2" Lorsque x tend vers Xq sur le chemin L, Y ne tend vers 
aucune limite. 

Dans le premier cas, les théorèmes du paragraphe précédent 
nous apprendront que Xq est pour l'intégrale Y un point d'holo- 
morphisme, un pôle ou un point critique algébrique. Dans le 
second cas, ces théorèmes seront inapplicables. 

Les analystes restés fidèles au point de vue de Gauchy avaient 
implicitement admis que le premier cas seul peut se présenter. 
C'était là, notons-le, un postulat gratuit (^) : car il n'y a a priori 
aucune raison de supposer que Xq n'est pas point d'indétermination 
pour l'intégrale Y. M. Painlevé, le premier, tira la question au 
clair et il démontra que, si Xq est distinct des points Ç, Y tend 
nécessairement vers une valeur déterminée lorsque x tend vers 
Xq sur le chem,in L. 

Voici comment nous établirons cette proposition. Marquons 

dans le plan y les différentes racines ^, , . . ., y^ de l'équation 

Puisque Xq n'est pas point singulier pour Q et P, nous pouvons 
décrire autour des points y^, . . ., y y, des contours d'ailleurs arbi- 



(^) Nous nous bornons au cas où les points (^) sont des points isolés. 
(^) Défait, ce postulat ne serait pas exact si l'équation difTérentielle étudiée 
était d'un ordre supérieur au premier. 
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trairement petits yi, ..., y^ tels que les racines y de l'équation 

soient intérieures à ces contours tant que \x — Xq\ est plus petit 
qu'un certain nombre p ; de plus il existe un nombre fini H tel que 
l'on ait, pour j^ situé sur le contour d'une courbe v (et pour 



(4) 



Q(^,r) 



<H. 



Traçons encore dans le plan Y un cercle F, de rayon très grand, 
ayant l'origine pour centre. On peut déterminer H de manière que 
l'inégalité (4) reste satisfaite (pour \x — ^o|<p) lorsque y est 
intérieur au cercle F et extérieur à tous les cercles y. 

Cela posé, admettons que Y, déterminé entre X et Xq sur le 
chemin L, devienne indéterminé en Xq. Je dis que cette hypothèse 
conduit à une contradiction. En effet, si l'intégrale Y ne tend 
(quand x tend vers Xq) ni vers l'infini, ni vers une racine de 

Q(j?Q, j'), il existe nécessairement sur L des points x arbitraire- 
ment rapprochés de Xq où Y est extérieur aux y, intérieur à F et 
satisfait par suite à l'inégalité (4). Or on sait qu'autour de tout 

*" . P 

point ;r où T=r et Y sont finis, Y est holomorphe et développable 

dans un cercle c de rayon fini. Lors donc que x passe par la série 

des valeurs x qui convergent vers jJq, le rayon du cercle c tend 
vers une limite non nulle : en sorte qu'à la limite Xq est intérieur 
à c, ce qui prouve que Y est holomorphe au point Xq. Ce résultat 
étant contraire à l'hypothèse faite, cette dernière est à rejeter, et le 
théorème est démontré. 

En nous appuyant sur le théorème de M. Painlevé, nous pourrons 
préciser en ces termes la conclusion du paragraphe précédent : 

£n dehors des points singuliers Jixes (S), une intégrale quel- 
conque de V équation (i) n'a pas d'autres singularités que des 
pôles ou des points critiques algébriques. 

Appliquons, par exemple, ce résultat à l'équation 

(5) ^ -+-Ao+A,^ + A,^«^-A3 73=:o, 

B. 2 
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OÙ les A sont des polynômes en x. Soit x^ un point quelconque : 
toute intégrale finie y est holomorphe; mais l'intégrale qui est 
infinie en Xq admet ce point comme point critique autour duquel 
se permutent deux déterminations. Quelles sont, d'autre part, les 
singularités non algébriques de l'équation (5)? Ce ne peuvent être, 
d'après le théorème de M. Painlevé, que les points fixes apparte- 
nant aux diverses catégories énumérées au dernier paragraphe. Or, 

puisque le dénominateur du coefficient différentiel -rr se réduit ici 

à l'unité, il n'y a pas de points des catégories deuxième, troisième et 
quatrième. Reste à considérer les points singuliers des coeffi- 
cients A (il n'y en a qu'un : r infini) et les points obtenus en 
annulant le numérateur et le dénominateur de l'équation trans- 
formée 

•>'=^'' di- i ' 

ces points sont les zéros du polynôme A3. 

Le théorème de M. Painlevé permet de démontrer directe- 
ment que la seule équation (i) dont les intégrales n'admettent 
pas de points critiques mobiles est l'équation de Riccati. 

En effet, pour que les intégrales n'aient pas de points (critiques 
algébriques) de la première catégorie, il faut que Q(^, y) soit 
indépendant de^. L'équation (i) doit donc être de la forme 

^ = P(ir, y) (P polynôme en y). 

Faisons, d'autre part, j^ = ^~*. Afin que, dans l'équation trans- 
formée 

le coefficient différentiel ne soit pas infini lorsque <s=:o, il faut 
que le polynôme P soit de degré 2 au plus par rapport à y. L'é- 
quation (1) se réduit alors à l'équation de Riccati 

(6) ^ = AoH-A,j^-f-A,j.î. 

Plus particulièrement, si l'on se proposait de déterminer toutes 
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les équations (i) dont les intégrales sont uniformes, la question 
reviendrait à trouver dans quels cas l'équation de Riccati (6) a 
pour intégrales des fonctions uniformes. 

Cette question, dont la solution complète nous échappe encore, 
a été l'objet de nombreux travaux qui relèvent de la théorie des 
équations linéaires. On sait, en effet, que le changement de va- 
riable 

transforme l'équation de Riccati (6) en une équation linéaire du 
second ordre 



III. — Intégrales à n branches. 

D'après le paragraphe précédent, toute équation (i) qui n'est 
pas une équation de Riccati a pour intégrale générale une fonc- 
tion multiforme. Il y a lieu de se demander si cette fonction mul- 
tiforme peut, dans certains cas, n'avoir qu'un nombre fini de 
branches. Plus précisément, nous allons rechercher avec M. Pain- 
levé quelles sont les équations (i) algébriques en x dont les inté- 
grales (exception faite peut-être pour un ensemble dénombrable 
d^ intégrales exceptionnelles) n'acquièrent qu'un nombre donné n 
de branches lorsque x se meut d'une façon quelconque sans tra- 
verser les points critiques fixes. 

Considérons une intégrale Y jouissant de cette propriété et 
prenant en un point fixe Xq (non critique pour cette intégrale) 
une valeur initiale C; puis joignons X© à un point x par des che- 
mins L quelconques ne passant pas par les points ($). Quel que 
soit le point x^ l'intégrale Y est supposée y prendre n détermi- 
nations y<, j^2» •••? yn' D'aiJleurs ces déterminations (pour un 
point X donné) varient avec C d'une manière continue; je vais 
montrer d'abord que toute fonction symétrique R des n déter- 
minations y^^ . ,,^ y,i est une fonction rationnelle de C. 

Partons de Xq avec la valeur C et parcourons entre Xq et x 
n chemins différents L|, . . . , L^, de manière à arriver en x avec 
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les n déterminations diflFérentes j^^i , ...,>^/i(')' Nous appellerons 
en particulier Yy la branche de Y suivie le long de Ly ; je dis qu'en 
tout point de Ly, Yy est une fonction méromorphe ou algébroïde 
de C pour toute valeur de C. En effet, d'après les corollaires des 
pages 9, lo et i5 (note), il en est bien ainsi pour les points de Ly 
voisins de X©. D'autre part, il n'est pas possible que Yy(C) cesse 

d'être algébroïde à partir d'un point x du chemin Ly. Appelons, 

en effet, C la valeur de Yy(C) en j?; C est fonction méromorphe 

ou algébroïde de C; et, d'autre part, puisque x ne coïncide avec 
aucun des points ($), Yy est fonction méromorphe ou algébroïde 

de C pour x voisin de x\ donc Yy(C) est encore algébroïde au 

voisinage de x. On en conclut qu'à l'extrémité commune x des 
chemins Ly, les fonctions jKm • • • ? yn de C sont toutes méro- 
morphes ou algébroïdes quel que soit C; donc la fonction symé- 
trique R(^, Xo, C), qui est fonction uniforme de C, est méro- 
morphe en C pour toute valeur de C; c'est nécessairement une 
fonction rationnelle de C. 

Ce point établi, nous pourrons toujours représenter les n déter- 
minations ^i, . . . , ^« par une relation implicite 

(7) y-^ R/i-i (^> Xo, C)>^«-^^-. . .+ Ro(a?, Xq, C) = o, 

les R étant des fonctions symétriques entières de ^, . . . , ^„, par 
suite des fonctions de x partout méromorphes (puisque uni- 
formes) sauf peut-être aux points (Ç), et des fonctions rationnelles 
de C. D'ailleurs, pour des valeurs données de x^ y, Xq, la rela- 
tion (7) doit définir n valeurs de C (valeurs au point X© des 
n branches de l'intégrale Y). Les R sont donc, par rapport à C, 
de degré n au plus. 

Nous supposerons que Rq dépende de C. (Si cette condition 

(*) Le raisonnement deviendrait inapplicable pour les valeurs de C, corres- 
pondant aux intégrales exceptionnelles défînies plus haut, pour lesquelles on ne 
pourrait plus obtenir les n déterminations sans faire passer les chemins L parles 
points critiques fixes (Ç). On doit donc se demander si ces valeurs de C ne seront 
pas des singularités transcendantes de la fonction R. Mais la fonction R est uni- 
forme dans tout le plan, et Tcnsemble des valeurs exceptionnelles de C est, par 
hypothèse, dénombrable : ces valeurs devraient donc être pour R des points d'in- 
délermination weierstrassicns, ce qui est manifestement impossible. Voir, à la fin 
du Volume, la Note de M. Painleve. 
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n'était pas remplie de prime abord, on Ja réaliserait en changeant 
y eny-i- const.) Posons, dans ces conditions, 

(8) Ro(ar,Xo,G) = X, 

X étant un point d'un chemin L où les déterminations de y ne 
sont pas nulles, point que nous commencerons par supposer Jixe , 
Au lieu de regarder les R comme fonctions de C, nouî^ pouvons 
les considérer comme fonctions de X. Je dis que Vune quel- 
conque, Ry, de ces /onctions est un polynôme du premier 
degré par rapport à X. 

En effet, Ry, fonction entière de^i, '-',ynj ne peut être infinie 
que si le produit X = Rq = ± y i ^2 • • • ^/i est lui-même infini. 

D'autre part, à une valeur de X correspond une intégrale unique 
de l'équation (i) (partant une seule détermination de Ry) : car la 
relation (8), de degré n en C, ne fait correspondre à une valeur 
de A que n valeurs de C, qui sont les n déterminations de l'inté- 
grale Y au point X^. 

Réciproquement, à une valeur de Ry(^, Xq, C) en un point 
donné x il ne correspond qu'une valeur de X; car, d'après la 
même remarque, à une détermination de Ry correspond une inté- 
grale unique de l'équation (i), partant une seule fonction Rq. 

Ry est donc bien, par rapport à X, un polynôme du premier 
degré. 

De cette propriété des fonctions R on conclut que la rela- 
tion (7), définissant les n branches de l'intégrale Y, peut s'écrire 
comme il suit : 

(9) ^'*+[L„_i(a?,Xo)-hXM„_,(a7,Xo)]7«-i-h...+ [L,H-XMi]7-f-X = o, 

les L étant méromorphes en x pourvu que x soit distinct des 
points (5). 

Nous avons supposé tout à l'heure que le point x était fixe. 
Donnons-lui maintenant une valeur variable en laissant Xq inva- 
riable. Alors X est une fonction de a: et de a? seulement; de même 
les L et les M. Dans ces conditions, la relation (9), supposée 
résolue par rapport à X, prend la forme suivante : 

(10) 1= y"-hLn-^(x)y''-^-^,..-^L,{a;)y 

M«_,(a7)^''-' -+-...-+- Ml ( a? )j^ -h I ' 
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Supposons maintenant que l'on effectue sur l'équation (i) le 
changement de variable (lo). L'équation deviendra 

^ étant par rapport à X une fonction algébrique. Cette fonction 
algébrique est d'ailleurs rationnelle, puisque à un système de va- 
leurs de a: et de X (ou Ro) correspond une seule détermination 

de -j-^* Mais alors nous pouvons appliquer à l'équation (ii) le 

premier théorème de M. Painlevé; étant donné que les intégrales 
de cette équation n'ont aucun point critique en dehors de certains 
points, fixes ($), l'équation (ii) est nécessairement une équation 
de Riccati 

(12) ^ =G(a?)Xî-hH(a?)X-+-K(a?). 

D'où iious concluons, en définitive, que si les intégrales de 
l'équation (i) n'acquièrent que n branches autour des points cri- 
tiques mobiles, l'équation (i) sera ramenée par le changement de 
variable (10) à l'équation de Riccati (12). 

Je dis qu'«7 n^ existe qu'un seul changement de variables (10) 
ramenant Véquation (i) à la forme (12). Supposons, en effet, 
qu'il existe une fonction X' de x^ différente de \ et jouissant des 
mêmes propriétés [c'est-à-dire ayant ses points critiques fixes et 
liée ày par une relation (10') ou (9') de même forme que (10) 
ou (9)] : en retranchant (9') de (9) on trouvera que y est liée à x 
par une relation, de degré n == i en j^, dont les coefficients ont 
leurs points critiques fixes : les intégrales y n'auront donc que 
(/i — i) branches, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Le changement de variable (10) n'étant possible que d'une ma- 
nière, nous sommes assurés que nous pourrons toujours obtenir 
par des opérations rationnelles les L, les M, G, H e^ K en/onc- 
tion des coefficients de (i) et de leurs dérivées. 

Demandons-nous maintenant de quelle forme doit être une 
équation (1) 

dy P(ar, v) / r» /^ • 

-r- = 777 — ^ LP et Q premiers entre eux) 

dx Q(^,y) ^ 
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pour qu'un changement de variable 

^ ^ Pi^^y) ^ •■--(r^-4-...-hL,r) [(^ et ^ premiers entre eux (i)] 

puisse la ramener à l'équation de Riccati (12). Je dis que P et Q 
doivent être par rapport à y de degrés in et 2/1 — 2 au plus. 
Il nous sera commode de remplacer l'intégrale générale X de 
l'équation de Riccati (12) par son expression 

expression dans laquelle a, p, a^, ^4 sont des fonctions à points 
critiques fixes et h la constante arbitraire. Nous aurons 

__ ^xp — v.q __ p^ 
?q-^iP~ gi' 

Pi et Çi étant, comme p et q^ des polynômes en y, premiers entre 
eux et de degré '^n; et notre équation différentielle s'écrira 

dh 



^^^' 



ou 



le numérateur et le dénominateur de (i3) étant respectivement (^) 
de degré 2/î et de degré a/i — 2 en y. 

Je dis que, si le numérateur et le dénominateur de (i3) ad- 
mettent un facteur commun [y — ^(^)]î la fonction y = 6(0:) est 
une solution de Inéquation (i). En effet ('), si nous remplaçons^ 
par ^{x) dans la dérivée 

.P\ àpx dqx ,1 dpx àqx\ 

àx q\ 



(^) Si /? et ^ n'étaient pas premiers entre eux, les intégrales de l'équation (i) 
n'auraient pas n branches : elles en auraient moins. 
(^) Onvérifîera sans peine que les premiers coefflcients ne sont pas nuls. 
(3) On a toujours le droit de supposer que y = 6(a?) n'annule pas q^\ s'il en 

était autrement, on changerait /t en v* 
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nous constatons que cette dérivée est identiquement nulle. Donc 

— est constant pour y == 6 (a?), et égal à une certaine valeur h^ de 

la constante A, ce qui prouve que jk = ^(^) est solution de l'équa- 
tion proposée. D'ailleurs, j^ = 6(a:) est une solution multiple 

de (i). En effet, la dérivée -^ est identiquement nulle pour 
j^=6(x); donc y = 6(^) est une racine multiple de l'égalité 
^ = ho. Remarquons enfin qiiey = 0(a:) est une intégrale algé- 
brique. Reportons-nous, en effet, à l'expression de 

et faisons-y h = ho, y = ^[x). Nous vérifierons sans peine que la 
dérivée — est identiquement nulle. La solution y = ^(x) vérifie 

donc la relation -r^ = o, relation qui (comme - j est algébrique 

en X. 

En résumé, nous parvenons à la conclusion suivante : Ou bien 
l'équation (i) admet une ou plusieurs (*) solutions particu- 
lières multiples et algébriques, ou bien le second membre de 
(i3) est une fraction irréductible. Dans ce dernier, pour calculer 
les L, les M, G, H et K en fonction des coefficients de (i), il suffit 
d'identifier les coefficients des numérateurs et des dénomina- 
teurs (^) des équations (t) et (i3). 

Ainsi se trouve • démontré le second théorème de M. Painlevé 
que nous avions annoncé (p. i6). De ce théorème il résulte en 
particulier qu'en opérant tous les changements de variables de la 
forme (io|) sur les équations de Riccati à intégrales uniformes, on 
obtiendra toutes les équations algébriques (i) dont les intégrales 
sont des fonctions multiformes à n branches. Toutes les équa- 
tions (i) qui ne peuvent pas être obtenues de cette manière ont 



(*) Voir la Note de M. Painlevé à la fin du Volume. 
(^) On commencera par les dénominateurs. 
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pour intégrales des fonctions multiformes à une infinité de branches. 
Ce sera, en particulier, le cas pour l'équation 

(.4) £ = P(*'.>')' 

lorsque P est un polynôme en y de degré supérieur à 2. 



IV. — Remarques sur les fonctions multiformes. 

Nous venons de dire que, si nous nous assignons comme tâche 
Tétude des fonctions définies par l'équation différentielle (i), nous 
aurons en général affaire à des fonctions qui possèdent une infi- 
nité de branches. Cette constatation nous met dans un certain 
embarras. Il semble, en effet, que, jusqu'ici, les analystes aient 
systématiquement écarté les fonctions multiformes de leurs spé- 
culations. S'ils ont fixé leur attention sur quelques-unes, c'est 
qu'ils savaient les rattacher à des transcendantes uniformes 
simples (*) [exemple : les recherches sur les fonctions abé- 
liennes). Mais, pour ce qui est de la théorie générale des transcen- 
dantes multiformes, elle est à tel point inexistante que nous en 
ignorons jusqu'à l'objet; nous n'en sommes pas, en cette matière, 
à chercher des solutions, mais à nous demander quelles questions 
nous pourrions bien nous poser. 

Livrés ainsi à leur propre inspiration, les géomètres qui vou- 
draient explorer le monde des fonctions multiformes pourraient 
peut-être demander quelques suggestions à la théorie des fonc- 
tions uniformes. On sait par quel artifice les analystes se sont 
élevés des fonctions rationnelles aux transcendantes uniformes. 
Ayant affaire à des équations admettant, non plus un nombre fini, 
mais un ensemble infini de racines, ils ont cherché, en premier 
lieu, à déterminer les points-limites de cet ensemble; en second 



(*) M. Poincaréa démontré que, quelle que soit la fonction multiforme y de a?, 
on peut toujours exprimer x tl y tn fonction uniforme d'un même paramètre t. 
Mais nous ne sommes qu'incomplètement renseignés sur la nature des fonctions 
^(^)? y{^)i dont l'existence est ainsi établie. Ces fonctions sont étudiées par 
M. Poincaré dans un Mémoire qui vient de paraître : Sur V uniformisation des 
fonctions analytiques {Acta mathematica, t. XXXI). 
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lieu, ils ont étudié la répartition, la condensation des racines 
autour de leurs limites; d'autre part, ils ont examiné l'allure, le 
mode de croissance des fonctions uniformes au voisinage des 
points-limites de leurs zéros. On peut poser, relativement aux 
fonctions pourvues d'une infinité de branches, une série de ques- 
tions analogues. Gomme l'ensemble des zéros d'une fonction uni- 
forme, on étudiera l'ensemble des points critiques d'une fonction 
multiforme et l'ensemble des déterminations de cette fonction 
pour une valeur quelconque de la variable. On recherchera, 
d'autre part, comment ces deux ensembles se correspondent l'un 
à l'autre, c'est-à-dire comment se combinent les permutations 
opérées autour des points critiques, de manière à donner nais- 
sance à l'ensemble des déterminations. On étudiera enfin la 
croissance des diverses branches de la fonction. 

Toutes ces questions, nous les rencontrerons au cours de ces 
Leçons. Mais je veux faire, dès maintenant, quelques remarques 
générales sur les points-limites (' ) des déterminations d'une fonc- 
tion multiforme y{^)' 

Considérons un ensemble y^ (^), J^2(^)y ... de branches de y(x)y 

holomorphes au voisinage d'un point x et convergeant, pouTX = Xj 

vers un point Yj du plan des y. Supposons, de plus ('-*), que les mo- 
dules de ces branches soient bornés également au voisinage du 

point a?, c'est-à-dire restent inférieurs à un même nombre fixe 
quelque grand que soit l'indice i. Dans ces conditions, je vais 
démontrer la proposition suivante : 

Pourvu que x ne soit pas point-limite de points singuliers ( ' ) 

(*) Oo trouvera une étude délaiilée des fonctions engendrées par ces points 
dans la Thèse de M. P. Monte) {Sur les suites infinies de fonctions) publiée de- 
puis l'achèvement de ces Leçons. Les foncLions-iinnites de variables réelles avaient 
été depuis longtemps étudiées par M. Arzelà, ainsi que le rappelle M. Montel. 

(*) J'ai montré {ftendic. del Circolo mat. di Palermo, 1907) que cette sup- 
position est impliquée dans l'hypothèse d'après laquelle x n'est pas limite de 
points singuliers ou d'intersections des y^. 

(3) Tout point singulier transcendant doit être regardé comme point-limite de 
points singuliers algébriques. Mais la réciproque n'esi pas vraie. En eiTet, nous 
considérons comme point-limite de points critiques tout point au voisinage 
duquel une infmité de branches y^ se permutent avec une infinité d'autres 
branches; cette définition ne suppose pas qu'une infinité de branches se per- 
mutent entre elles au voisinage du point considéré. 
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des branches yi{x) ou point-limite de leurs intersections, la 

limite Y| de ces branches est, au voisinage de x^ une fonction 
holomorphe de x. Les dérivées successives de Y| par rapport 
à X sont les limites des dérivées successives des branches yi{x). 

Nous appellerons la limite Y| branche-limite ou fonction- 
limite des yi{x). 

Soient yj , jKa? • • • les valeurs de y^ , y 2-, • . . pour x =z x] décri- 
vons autour de x un cercle c tel que, pour i supérieur à un 
nombre m, les yi{x) ne présentent aucun point critique et aucun 
point d'intersection à l'intérieur de c. Considérons ensuite une 

courbe fermée y entourant le point x et intérieure à c. Je dis qu'il 
existe sur cette courbe des arcs où la différence ^,i+i — yn est 

arbitrairement petite (avec - )• En effet, par hypothèse, cette dif- 
férence au point x sera inférieure à tel nombre e que l'on voudra 
dès que n dépassera un certain nombre n^. Supposons alors que 
l'on ait en tout point du contour y, pour des valeurs indéfiniment 
croissantes de /i, 

(i5) lr»-Hi— r«l>2^- 

Puisque la différence jKw+i — yn devient inférieure à e dans y 
(pour n > /ij), l'inégalité (i5) exige que cette différence s'annule 
à l'intérieur de c; or, elle ne peut s'annuler, car elle ne saurait le 
faire qu'en un point critique ou double desyfi(x) : doncyn^t — yn 
tend bien vers zéro sur un arc au moins du contour y. 

Je vais conclure de là qu'aa point x les différences des dérivées 
successives y[^^^ — j^^, y"^^^ — y",^, ... tendent toutes vers zéro 

I 
avec -• 
n 

Posons jK/i+i — yn=^/n(x) et montrons que l'on aboutit à une 

contradiction si l'on suppose que \/n{^) I reste, pour des valeurs 
de n indéfiniment croissantes, supérieur à un nombre fixe a indé- 
pendant de n. Nous savons que fn{x) est holomorphe et bornée 
dans le cercle c, en sorte que le développement 

(i6) /«(^-4-Tn)=/,i(ï)-f-/;,(ï)7i-h... 

est absolument convergent, quel que soit /i, tant que | y\ \ reste 
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inférieur au rayon p de c. Désignons par A^ la plus grande valeur 

prise par le module •^^ ) lorsque n augmente indéfiniment. 

P ' 

Nous sommes certains que la série SA^tj/* converge absolument 

dans tout cercle de centre x intérieur à c : car, s'il en était autre- 
ment, les/rt(^) tendraient (pour n croissant indéfiniment) vers une 
fonction qui présenterait un infini ou un point singulier à l'inté- 
rieur de c. Déterminons alors un nombre ^ (inférieur au rayon 
de c et indépendant de /i), tel que l'on ait, pour n assez grand et 
pour I Ti I < (3, 









puis prenons pour courbe v un cercle de centre x et de rayon 3' 
moindre que p. Comme fn\^) tend vers zéro avec — » on voit que 

lie 

si 1/^^) I restait supérieur à a, fn\^ ~^'^) serait, sur le contour 
de y, supérieur à — ? et ne pourrait, par suite, tendre vers zéro en 
aucun point de ce contour : ce qui est contraire au résultat ob- 
tenu tout à l'heure. Nous sommes donc assurés que 1/^,(^)1 ^^^ 
inférieur à a à partir d'une certaine valeur de n et décroît indéfi- 
niment avec —'De proche en proche, on démontrerait qu'il en est 

de même des dérivées successives y;;(:r), /,7(^)> 

Ainsi, dans le développement (i6) tous les coefficients tendent 

vers zéro avec — • Il en résulte que fn ou ynjf\ — yn tend vers zéro 

en tout point où ce développement converge, c'est-à-dire en tout 
point intérieur à c. Il en est de même des dérivées j^^^^ — y^^ 

" r" 

Cela dit, appelons Y^, Y'^, Y'|, ... l'ensemble des valeurs-limites 
des yi{x)^ y'i(^)i .X/(^)' • • • ^^^ ^^^ point quelconque du cercle c. 
Il résulte de ce qui précède : i° que l'ensemble Yi, se réduisant 
à un point pour x = x^ se réduit encore à un point pour toute 
valeur de x intérieure à c; de même les ensembles Y'^, Y^, ...; 
2^ que les difierences Yi — ^,|, Y'^ — y'^^ Y\ — y"^, ... tendent vers 

zéro avec — • En particulier, si l'on appelle $ et J^, 7|„ et 0,i, ïl^ 
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et K| les parties réelles et les coefficients de y/ — i dans x^ yn et Y^ , 
on aura 

On en conclut que Y| est, comme ^,i, une fonction analytique 

holomorphe au voisinage de .r = j7; il en est de même de Y^, 
Y'J, . . . et ces fonctions sont, de plus, les dérivées successives de la 
fonclion Y^ : ce qu'il fallait démontrer. 

Nous avons défini la branche-limite Y ^ au voisinage du point x. 

Que deviendrait-elle si, nous éloignant de x^ nous faisions varier :r 
d'une façon arbitraire? 

Il est clair que, si x vient à coïncider avec un point-limite de 
points singuliers de branches yi{x)^ la branche-limite Y^ (x) 
pourra présenter en ce point une singularité (*). Or, dans le cas 
le plus général, les points singuliers de yi{x) auront une infinité 
de points-limites : dès lors, quand x variera d'une manière quel- 
conque, Y| pourra engendrer une fonction multiforme Y(a:), 
aussi compliquée que la fonction y{x) d'où nous sommes partis. 
Parfois, au contraire, la fonction-limite Y(j7) sera plus simple 
que y(x)^ et c'est en ce cas qu'elle nous intéressera. 

De l'existence même de la fonction-limite Y (x) on déduira la 
proposition suivante ; 

Si une fonction niulti/orme y satisfait à une équation diffé- 
rent ie/ le 

(.7) ^ =/(-'•>-)' 

où f est analytique en x et y, la fonction- limite Y satisfait à 
la même équation. 

En effet, pour toute branche Y| de Y, limite d'un ensemble de 
branches j^i, . . ., j^/i de y^ on a les égalités 

S =nL"îo^' lim/(^,YO= hmy(^,^„). 

(^) La démonstration donnée ci-dessus cesse d'être valable lorsque x est point- 
limite de points singuliers ou dMnlersections des yi{x). Mais on peut montrer 
que, sous certaines conditions, les points- limites d'intersections des y^ ne sont pas 
points singuliers pour Y^{x) {voir le Mémoire cité plus haut p. 26, note 2). 
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Nous connaîtrons ainsi une condition nécessaire pour qu'en un 
point donné les déterminations d'une intégrale y{^x^ de Téqua- 
tion (17) admettent une valeur-limite unique ou un nombre fini de 
valeurs-limites : il faudra que V équation (17) ait une intégrale 
uniforme ou une intégrale ne possédant qu ^ un nombre fini de 
branches (* ). En particulier, pour que les déterminations à^yi^x) 
n'aient d'autre valeur-limite que l'infini (comme il arrive pour les 
déterminations de la fonction inverse d'une fonction entière), il faut 
que l'équation différentielle 

admette l'intégrale particulière ^ = o. 

A ces observations générales j'ajouterai une remarque d'un 
autre ordre. 

On sait comment les analystes ont pu rendre uniformes les 
fonctions algébriques en les représentant sur des surfaces de 
Biemann composées de feuillets superposés. Il ne sera pas difficile 
d'appliquer aux fonctions pourvues d'une infinité de branches le 
même mode de représentation. 

Appelons, en effet, ^<, ^^2? ... les diverses déterminations d'une 

fonction multiforme en un point x. On peut, d'une infinité de 
manières (en joignant entre eux ou à l'infiiii les points critiques 
de^), tracer dans le plan des x un système de coupures tel que la 
fonction y ne prenne en chaque point qu'une valeur, lorsque x se 
meut sans franchir les coupures. Les coupures d^^ d^^ ... seront 
par exemple des fentes, découpées dans un feuillet plan S ^ et 

infranchissables pour la variable x : au point x du feuillet Si, 

y prendra la valeur unique y^ . 

Si nous voulons maintenant permuter y^ avec j^o? nous devrons 
faire varier x le long d'un (2) lacet fermé L, entourant certains 
points critiques x^, x^-, .... Aplatissons ce Jacet de manière 

(^) Nous établirons directement l'existence d'une telle intégrale dans les 
exemples étudiés au Chapitre IV. 

Cj II peut arriver que les déterminations y^ et ^3 s^échangent entre elles le 
long de plusieurs lacets L, L', L", ... entourant des groupes différents de points 
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à rendre infiniment petite l'aire comprise à l'intérieur de sa boucle 
(sans en faire sortir toutefois les points x^^ x^^ ...). Le lacet L 

tendra vers une ligne sans épaisseur, /, issue de x et parcourue 
deux fois. Soit x^ le premier point critique rencontré sur cette 
ligne, x\ le dernier. Je prendrai pour coupure <i< le segment de / 
compris entre Xk et x\ ; puis, à partir de x\ je prolongerai / 
jusqu'à l'infini (ce prolongement ne passant par aucun point cri- 
tique) et j'appellerai c^ le segment x'^ço. Si, à partir de x^ on dé- 

Fig. I. 




crit un lacet \J qui coupe une fois la ligne Ck et ne rencontre 

aucune coupure,, ce lacet permutera les déterminations j>^< et j^2» 
Cela dit, considérons un feuillet plan S 2 superposé à S^. Dans ce 
feuillet découpons des fentes suivant les coupures rf<, ^2? •••! 
puis relions S 2 à S ^ par une ligne de croisement ( * ) placée sui- 
vant Cl. La fonction y sera uniforme sur l'ensemble des deux 

feuillets J^^, £2» A.u point x du feuillet J^2j elle prendra la va- 

leur y2' 

En continuant de la sorte, on obtiendra une surface de Riemann 

formée d'une série de feuillets -/<, S 21 -^3? • • • sur lesquels y{x) 

prendra les valeurs j^^, y 21 .V^^ 

critiques. On pourra raisonner sur ces divers lacets comme nous raisonnons sur L, 
et faire correspondre à chacun d'eux une ligne c suivant laquelle on mènera une 
ligne de croisement reliant les feuillets S^ et s^. Ces deux feuillets seront alors 
joints par plusieurs lignes de croisement au lieu d'une seule. 

(^) On sait ce qu'il faut entendre par là. Considérons deux fentes superpo- 
sées c[^ c'[ découpées respectivement dans les feuillets Si et ^, suivant la ligne C|. 
Pour joindre Si et S^, on relie par une première nappe le bord droit de la fente c[ 
au bord gauche de la fente c'J, et par une seconde nappe le bord gauche de la 
fente & au bord droit de la fente c'|. 
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Or, MM. Poincaré et Volterra ont démontré ( * ) que l'ensemble 

des déterminations j^i, jKa, . . . que peut prendre en un point x une 
fonction multiforme est un ensemble dénombrable. Il en résulte 
qu'en définissant la suite des branches j^^ , jKa? • • • sur la série cor- 
respondante des feuillets S \^ J^a, ... on épuise toutes les déter- 
minations de la fonction. 

Ainsi, il est toujours possible de construire des surfaces de 
Biemann sur lesquelles une fonction multiforme donnée peut être 
regardée comme uniforme. Il existe même une infinité de telles 
surfaces. Mais, notons-le, la définition que nous en obtenons est 
purement théorique. Nous ne pouvons prévoir comment seront 
agencés, dans chaque cas particulier, les feuillets de la surface et 
les lignes de croisement qui les rattachent. Ce sera précisément 
l'un des problèmes que nous nous poserons, lorsque nous serons 
en présence d'un type nouveau de fonctions multiformes, que de 
chercher à les représenter sur une surface de Riemann aussi 
simple que possible et appropriée à leur nature {comparer 
Chap. III). 

V. — Appel à la notion de continuité. 

Pour clore ces préliminaires, je dirai quelques mots d'une 
méthode générale d'investigation qui me sera utile en mainte 
occasion. 

C'est un fait digne de remarque que, dans les différents ordres 
de sciences, l'esprit humain suit une marche semblable : il part 
des faits connus, puis, par continuité, cherche à s'élever de ces 
faits à d'autres faits, voisins mais plus complexes. Ce fécond pro- 
cédé de découverte, la théorie des équations différentielles ne l'a 
pas négligé : elle en a condensé la vertu en trois ou quatre théo- 
rèmes sur lesquels nous allons porter notre attention. 

Supposons en premier lieu qu'une équation (i) (page 8) ait 
une intégrale particulière, ^(^, Co), exceptionnellement simple 
(cette intégrale est définie par la valeur initiale Co qu'elle prend 



(*) Voir les Leçons sur la théorie des fonctions de M. Borel, Chapitre IV, 
et le Mémoire de M. Poincaré cité plus haut, p. 25, en note. 
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en un point fixe Xq). Ne va-t-on pas pouvoir tirer parti des pro- 
priétés de y(x^ Co) pour étudier les intégrales voisines, c'est-à-dire 
les intégrales qui prennent en Xq des valeurs C voisines de Co? Le 
problème revient a chercher comment varie en fonction de C l'inté- 
grale y (Xj C) (définie par la valeur initiale C), si on la suit le long 
d'un chemin déterminé. Or, c'est là une question que, dans des 
cas particuliers, nous nous sommes déjà posée (corollaires des pages 
9, lo et i5, note). Le théorème suivant (*) y répondra : 

Soit L un chemin quelconque issu de Xq, ne passant par 
aucun des points singuliers fixes ($), et dont aucun point, sauf 

peut-être le dernier, x^ n'est point critique de y{x, Co) (^). 
Suii^ons sur L, à partir de la valeur initiale C, l'intégrale 

y(x,C) et [arrêtons- no us au point x : 

1° Si la fonction y{x, Co) de x est, pour x voisin de x, une 
fonction kolomorphe, méromo/phe ou algébroïde, la fonction 
y (x^ C) de X et C est pareillement, pour x et C respectivement 

voisins de x et Co, une fonction holomorphe, méromorphe ou 
algébroïde. 

2° Si q déterminations de y{x^ Co) se permutent autour 

de X [qui est alors point critique isolé) ^ un nombre égal {q)de 
déterminations de la fonction de x, y {x^ C) se permuteront 

auprès du point x pour C voisin de Co. 

Pour démontrer la première partie de ce théorème, on procédera 
comme à la page 20. On sait que la proposition énoncée est vraie 

pour X voisin de Xo. D'autre part, il n'est pas possible qu'elle cesse 
d'être vraie à partir d'un point x' du chemin L; car soient CJ^, G 

les valeurs àey [x\ Co) eX. y{x\ C) : pour :z? et C voisins de x' et 
Co, y sera fonction holomorphe, méromorphe ou algébroïde de C, 

(*) C/. les Leçons de Stockholm de M. Painlevé. 

(^) Si un point de L autre que le dernier était critique pour y (a;, Cq), cette 

intégrale aurait en x deux valeurs distinctes, dont chacune engendrerait une 
fonction holomorphe, méromorphe ou algébroïde de x et [C, lorsque â? et C 

varieraient au voisinage de x et Cq. D^ai Heurs il serait toujours possible de 

déformer légèrement le chemin L de manière à n'obtenir en x qu^une détermi- 
nation àt y {x^ C, ). 

B. 3 
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cependant que C sera fonction holomorphe ou méromorphe de G ; 
donc la proposition est vraie sur tout le chemin L. 

La seconde partie du théorème est une conséquence du corol- 
laire de la page lo. Appelons j^c 1* valeur de^(^, C) au pointer et 
supposons que pour x = x^ j^(;r, Co) ait q déterminations con- 
fondues en yç,^. Le résultat que nous avons obtenu page 1 1 peut 
être interprété comme il suit : lorsque les variables x^ y'^^ x'^ sont 

situées dans un certain domaine D au voisinage des valeurs x^ 

j^Co) ^? Ifi^ branche d'intégrale j^(^, C)= cp (^,^'0, ;r^)qui est égale 

ky'^ en x^ admet q déterminations, et ^r seulement, voisines de jKc • 
Considérons ces q déterminations pour une valeur fixe de C voisine 
de Co : je dis qu'elles se permutent entre elles au voisinage du 

point X. Pour le vérifier, entourons x d'un petit cercle y (intérieur 

au domaine D) sur lequel nous prendrons un point x' . La branche 

d'intégrale ^ (^, Co) a, en ^', ^valeurs différentes ^(^'^^,. . .,jKco. V^^ 
se permutent entre elles lorsque x décrit une fois, deux fois, . . ., 
q fois le contour y. D'ailleurs la première partie de notre théorème 
est applicable le long de y. Si donc l'intégrale y (^, C) a en a?' une 

première valeur j^é^ suffisamment voisine de jKcoi? ^^^ acquerra 
au même point (lorsque x décrira le contour '^) q — -i autres 

valeurs respectivement voisines de jKco,, ? • • m J^Co, • ^^ d'autres termes, 
y{x^ C) admet, en x'^ q déterminations se permutant entre elles 
autour de points critiques qui tendent tous vers x lorsque C tend 
vers Co. 

Il sera souvent commode de réserver le nom de point critique 
simple aux points critiques algébriques autour desquels se per- 
mutent seulement deux déterminations d'une fonction : lorsque 
q déterminations s'échangent autour de x^ on admettra qu'il y a 

q — I points critiques confondus en x. Si l'on adopte ce langage, 
on peut dire qu'à tout point critique x^ de jk {^t C©) correspond 
un point critique x\^ de y{x^ C), voisin de x^ pour C voisin de Co- 
Ainsi se manifeste entre les allures des deux intégrales une étroite 
ressemblance, dont on profitera pour étudier les propriétés 
àey{x,C). 

La comparaison de deux intégrales voisines sera surtout in- 
structive lorsque l'une des deux intégrales sera une fonction connue . 
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Mais c'est là, ne l'oublions pas, un cas exceptionnel. Aussi allons- 
nous, pour tirer du raisonnement par continuité tout le parti qu'il 
comporte, recourir à un artifice. 

Introduisons dans l'équation (i) un paramètre variable [jl. Nous 
formerons une nouvelle équation différentielle 

qui coïncidera avec l'équation (i) pour une valeur particulière de [x 
(par exemple jji = i), mais qui, pour d'autres valeurs de [jl 
(par exemple [jl = o), pourra être plus simple que l'équation (i). 
Si nous savons alors suivre la variation des intégrales de (i8) 
lorsque [x varie avec continuité de o à i , nous pourrons déduire 
des propriétés de l'équation 



£=/(^,r,o) 



certaines propriétés correspondantes de l'équation (i). L'appli- 
cation de cette méthode présentera quelquefois des difficultés; 
cependant nous parviendrons souvent à la mener à bout, en nous 
appuyant sur les théorèmes suivants ( * ) .' 

I. Soù le second membre de Inéquation dij/erentielle 

(19) d^^^^""'^'^^ 

holomorphe pour \x — Xq\<, i^t | J^ —- J*© | < p ? | [^ — H^o | < t^. 
L^ intégrale y^ de (i8) qui prend en Xq la valeur initiale yo est 
une /onction holomorphe de x et ^l pour x et ^ respectivement 
voisins de Xq et [Xq. 

En effet, soit M la plus grande valeur du module de/ dans le 
domaine \x — x^^] < r, | ^ — J^o| < p, | [J^ — [J^ol < t. D'après le 
théorème de Cauchy (page i8), l'intégrale j^(a que définissent les 
conditions initiales x^^ y^ est développable par rapport aux puis- 
sances de X — Xq dans un cercle de rayon au moins égal à 



(*) Voir PoiNGARÉ, Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, p. 4^ 
et 599; Picard, Traité d'Analyse, t. III, Chap. VIïI. 
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r\i — e 



/ ; d'ailleurs les coefficients du développement (fonc- 
tions rationnelles des coefficients de /) sont toutes fonctions holo- 
morphes de [jl dans un domaine fini non nul entourant [jl = [jlo. 
On en conclut que l'intégrale y^ est, elle aussi, fonction holo- 
morphe de [x. (Cf. p. 9, note 2.) 

II. Les hypothèses de renoncé précédent étant supposées 
satisfaites, soit y'^ une fonction holomorphe de [jl qui se réduit 
à y^ pour [jl= [Xq. L^ intégrale y^ de (18) qui prend en Xq la 
valeur initiale y^ est une fonction holomorphe de x et ik 
pour X et [JL respectivement voisins de Xq et jjio. Nous savons, en 
effet, que jKjji est fonction holomorphe de x^ de y^ et de [jl. 

Du cas où le coefficient différentiel fesi holomorphe on passera 
au cas où il est méromorphe en retournant l'équation (18) et la 
mettant sous la forme 

dx I 



dy /(^,7i f^) 

Puis, faisant le changement de variable^ = z"*, on examinera le 
cas où la valeur initiale yo est infinie. Enfin on étudiera l'inté- 
grale j-jx» non plus seulement au voisinage d'un point Xq, mais le 
long d'un chemin quelconque L défini comme à la page 33. Je me 
contente d'énoncer les résultats auxquels on sera conduit [les dé- 
monstrations sont identiques à celles qui ont été données aux 
pages 10, i5 (note) et 33] : 

111. Supposons que f{x^ y, [jl) admette un pôle pour x = x^y 
y=zyQ, jjlz=:[jlq, et soit holomorphe partout ailleurs dans le 
domaine \x — a^o | < r, \y — yo | < p? | [Ji — - [Xo | < t. La branche 
d'intégrale jKpi de (18) qui prend en Xq la valeur initiale y^ est 
une fonction algébroïde de x et y- pour x et y- respectivement 
voisins de Xq et [jlo« H en est de même de la branche 'd'intégrale 
qui prend en Xq une valeur y'^j fonction holomorphe de [jl et se 
réduisant à yo pour [jl = jjlq. Soit, d'autre part, q le nombre des^ 
déterminations de y^^ qui sont confondues en yo pour x = Xq. 
Lorsque les variables x et ^ sont situées dans un certain domaine 
au voisinage des valeurs Xq, [jlo, la branche d'intégrale y^ admet 
q déterminations, et q seulement, voisines de y^. 
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IV. Ces divers résultats sont applicables à l'équation 



I 

z = -, 

y 



g=-zy(^,i,j.) 



pour a?, -S, jjL respectivement voisins de x^^ o, [Xq. 

. V. Soit L un chemin quelconque issu de x^, ne passant par 
aucun des points singuliers fixes (Ç), et dont aucun point, sauf 

peut-être le dernier, x^ n'est point critique Ae y{x^ C©). Suivons 
sur L, à partir de la valeur initiale C, l'intégrale y^{x^ Cj : 

i" Si la fonction de x^ y(j^(^j G), est, pour x voisin de x, une 
fonction holomorphe, méromorphe ou algébroïde, la fonction 
de x^ jjL et C, jK{ji(^î G), est pareillement, pour x^^etÇx respec- 

tivement voisins de x, jx© et Gq, une fonction holomorphe, mé- 
romorphe ou algébroïde. 

2° Si q déterminations de y^^{Xj Go) se permutent autour 

du point x^ un nombre égal, gr, de déterminations de la fonc- 
tion de a:, y^{x^ G), se permuteront au voisinage du point x, 
pour jjL e^ G respectivement voisins de [jlo et Gq. 

Tels sont les théorèmes fondamentaux qui permettent de com- 
parer entre elles les intégrales de l'équation (i8) pour deux va- 
leurs voisines du paramètre jjl. Faisons en particulier [jlo=o et 
considérons l'intégrale y ji('^î G) le long d'un chemin L où jko(^î G) 
est holomorphe. D'après ce qui précède, on peut, le long de ce 
chemin, développer j^i^ par rapport aux puissances entières de [jl. 
Les coefficients du développement seront des fonctions de x qu'il 
sera facile de déterminer. Posons, en effet, 

r = cpo -+- «>i {Ji H- ©2 H^* -t- • • • 

et substituons cette série à y dans les deux membres de l'équa- 
tion (19). Développant le second membre par rapport aux puis- 
sances de [JL, nous aurons 

Cette égalité doit être satisfaite quel que soit [a : donc les coeffi- 



• . * • 
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cients des ])uissaaces semblables de [x sont égaux dans les deux 
membres, et Ton a 

^ =/(^, ?o, o), 



dix dy * d(JL 



On pourra ainsi calculer de proche en proche les coefficients 
'foî ®M ?2î • • •? chacun d'eux étant défini (lorsque les précédents 
sont connus) par une équation différentielle linéaire. 



CHAPITRE II. 

CROISSANCE ET ALLURE D'UNE BRANCHE D'INTÉGRALE. 



Considérons un point singulier transcendant au voisinage du- 
quel s'échangent une infinité de branches d'une même intégrale. 
Pour étudier ce point singulier, il y aura lieu de traiter deux pro- 
blèmes distincts : i** étude d'une branche d'intégrale isolée au voi- 
sinage du point singulier ; 2° étude du mécanisme au moyen du- 
quel cette branche s'échange avec les autres. 

C'est du premier de ces deux problèmes que je vais m'occuper 
dans ce Chapitre. Je me bornerai d'ailleurs à l'équation différen- 
tielle 

^ ^ dx ^(07,^)' 

où $ et ^sont des polynômes par rapport à ^ Q\pav rapport à x, 
et je supposerai le point singulier transcendant renvoyé à l'infini. 
Je chercherai donc à étudier l'allure des branches d'intégrales (*) 
de l'équation (i) lorsque le module de x augmente indéfini- 
ment (^). 



I. — Branches dUntégrales à croissance exponentielte. 
Soient p el q les degrés des polynômes $ et ^ par rapport à y. 



(*) D'une manière générale, j'entends par branche d'intégrale : au 8«9s iMrgtf 
une intégrale suivie le long d'un chemin direct {voir p. 4^); au sens restreint, 
une intégrale suivie le long d'un chemin rectiligne (en ce cas je désignerai la 
branche d'intégrale par l'expression : ensemble des caractéristiques issues d'un 
point donné avec une valeur initiale donnée, voir p. 58). 

(^) C^est M. Borel qui s'est, le premier, systématiquement préoccupé d'étudier 
la croissance des fonctions définies par les équations .différentielles [Mémoire 
sur les séries divergentes {Ann. se. de VÉc. Norm. sup., 1899)]. — Cf, LindelÔf, 
BulL de la Soc. math, de France, 1899. 
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Je distinguerai deux cas suivant que p — q est égal à i ou différent 
de I, et j'examinerai d'abord le premier cas. 

Lorsque p — ^ = i , l'équation proposée est de la forme 

(i) ~- («1-1- a.j'-h. . .-ha^yP-^) = bo-h. ..-h bpyP, 

les a et b étant des polynômes en x. Pour étudier cette équation, 
il convient encore de distinguer deux cas, suivant que le degré de 
bp est supérieur ou égal, ou bien inférieur au degré de ap. Je 
supposerai ici la différence [x des degrés de bp et ap positive ou 
nulle, et je montrerai qu'en ce cas il y a entre la croissance des inté- 
grales de l'équation (2) et la croissance des fonctions entières une 
remarquable analogie. D'ailleurs, les intégrales de (2) jouissent 
d'une propriété qui nous incite naturellement à les rapprocher des 
fonctions entières : ces intégrales ne présentent aucun infini à dis- 
tance finie. En effet, si l'on pose y= 2~', on transforme l'équa- 
tion (2) en 

cfz _ — z( b,)ZP-\- ...-}- h,,) 

et la nouvelle équation n'admet d'autre intégrale nulle à distance 
finie que l'intégrale constante 2 = j^"'* = o. 

Pour étudier les intégrales de (2), nous poserons^ = uv et 



= /»*' 



u = e 






Plaçons-nous à l'extérieur d'un cercle contenant les zéros de Up 
et bp^ et faisons varier x sur un rayon issu de l'origine. Nous pou- 
vons écrire — ^ = C + - ♦ C étant un polynôme de degré jjl et - une 

fraction rationnelle de degré négatif ou nul. On voit alors que 
lorsque le module \x\ augmente indéfiniment le terme en x^ est 

prépondérant dans —^ ; pareillement (*) le terme en ^l^"^* est pré- 



'p 



-^dx. Soit gx^^^ ce terme : quelque petit 



(^) Pour le vérifier en toute rigueur, ii suffit de se reporter à l'expression gé- 
nérale de l'intégrale de la fraction rationnelle -^- 
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que soit e, on aura à partir d'une certaine valeur r de x l'inégalité 






<£. 



On conclut de là que, dans [jl + i angles ayant pour sommet l'ori- 
gine et pour amplitude — (a étant un nombre arbitrairement 

petit), le module de u augmente indéfiniment avec | x | , tandis que 
dans [JL -h I angles allernant avec les précédents ce module décroît 
indéfiniment. Plaçons-nous dans l'un des [jl -f- i premiers angles, 
et supposons que x. s'éloigne indéfiniment sur un rayon R. On 
peut trouver un nombre positif k tel que l'on ait, sur R, à partir 
d'une certaine valeur /•' de | 57 1, 



(3) 



I u\ >e^-i^l^"^'. 



Cela dit, revenons à l'équation (2). Nous avons posé y=zuv. 



u 



Tenant compte de la valeur de ~» nous écrirons 



, ^0 



.-h bp-iUP-^i>r-^— u'ia^v - f- . . . -h g^^-i up-^ vP-^ ) 
ai u 



apUPvP-^ 



Nous allons chercher une limite supérieure du module | \?' \ sur le 
rayon R. 

Désignons par o- un nombre supérieur aux degrés de tous les 
polynômes a et 6, et supposons provisoirement que l'on ait à partir 
d'une certaine valeur de I x 



(4) 



\uv\>\x\<^. 



Dans ces conditions, lorsque \x\ deviendra très grand, tous les 
termes du dénominateur de v' s'effaceront devant le dernier. D'ail- 
leurs I ap I reste supérieur à un nombre fini non nul. On pourra 
donc trouver, un nombre positif h tel que l'on ait à partir d'une 
certaine valeur r'' de | a? | l'inégalité 



(5) 



Module du dénominateur de r' > /t | uPvp-'^\ 



D'autre part, quand | x \ est très grand, on a 

b 



u 
u 



a 



< I x \V-^^ 
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Ofl peut donc lrc»u\€r uii nuiniire positif /«., 1* .! ont- i on ail- * J**^ 
tir d'une certaine laieuj r* oe jr ^ rjaàti^ni:it 

Soit aloTb r„ un iHAUiiire t»u;#erîe«r * r - r - r^ et t«l ^ue, jjrttmr 
;r I>/*4». J on ail 

T 






^Si\ lorbque x croit à punir ot r^ l' Lf*tf alité 4 ^*' ^aîif- 
/acte sur U rayon R^ le* in^^eiLir* S et /:• j *«r:«nl éralemenl 
bitlirfiutet- de niéine que l'éiriLlilé 5 - L en resuilem gue 






A ' H 



Fot^^n^ jT = r. et *->it t, l«i laJeur que prend i surleruTonR 
au point ^^ de ïij^.*6ulf: r»- Nou* anrc^n* 






«- r, 



I>êfc iof*- M Doa§ cLoid*'î4>n5 une valeur initiale r# satiiiaiâanl 

a J'inéjiiiJil^ 






f/o c e^t un ofjfiibn: porîtif. le module de r. lorsque x s'èloîsnera 
tMir R, re«>tersi tfx/mpns entre le* limites 



-*rr- 



Sou^ ityoak ohXfmn cf^tU: double inégalité '^8) en supposant l'iné- 
$;alit^ ''4/' ^^^^ ffurU^m du point x^ avec une valeur initiale f^ vé- 
nihhi VifàAiç^iiU ^'^). A fortiori, on aura en j:, rînégalité i j'i- 
l>ajJl^tjf>j lorvpje ^ ik'éloi^e sur R. la double inégalité yS) ne 
(/^ut é^.^h^r d être vérifiée tant que l'inégalité (4 - est elle-même 
vé#ifié^, M;<fi^. réciproquement, tant que ji| est supérieur à c. 
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[\u\ satisfaisant à (3)], on a 

donc l'inégalité (4) ne peut cesser d'être vérifiée avant l'inéga- 
lité (8). On en conclut que les inégalités (4) et (8) ne cessent, ni 
l'une ni l'autre, d'être vérifiées lorsque x s'éloigne sur R. 

La persistance de la double inégalité (8) étant ainsi établie, 
nous pouvons résumer les résultats acquis et formuler les conclu- 
sions suivantes : 

Appelant j^ une intégrale quelconque de l'équation (2), nous 
posons 

(9) y=uç^ u = c*^^ **? 

et nous considérons les [jl + i angles, ayant pour sopamet l'origine, 
où l'on a, à partir d'une certaine valeur de | j: | , 

j u I > c^l^l^^ {k nombre positif indépendant de or). 

Dans l'un quelconque, A, de ces angles, nous prenons un point 
Xq dont le module est supérieur à certains nombres que nous av<>Qs 
définis; puis, lorsque x s'éloigne indéfiniment dans l'angle A à 
partir de Xq, nous considérons la branche d'intégrale y qui 
prend en Xq la valeur initiale yo= i^o'^C^o)- 

Cela posé, nous avons démontré que, si i,e module de la valeur 

k v^+i 

iNrriALE ('o EST supérieur a e , la branche d intégrale (9} 

A, dans l'angle A POUR 1^ I > To, UN MODULE VÉRIFIANT LA DOUBLE 
INÉGALITÉ 

X et Xi étant des nombres positifs non nuls, indépendants de x. 

Ainsi, il existe une infinité de branches d'intégrales de (2) qui, 
dans les [X -}- I angles que nous avons définis, se comportent comme 
des exponentielles. Ces branches ne présentent, dans les angles 
considérés, ni zéro, ni pôle, ni point singulier. Nous dirons que 
leur croissance est du type bkponejîtiel. 

Les résultats que nous venons d'énoncer supposent, an s'en 
souvient, que le degré du polynôme bp est supérieur ou égal au 
degré du polynôme a^, en d'autres termes que [a^o. Si [jl était 
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négatif, il serait vain d'étudier, pour \x\ très grand, la croissance 
des branches d'intégrales de (2) : car, en général, ces branches ne 
croîtraient pas indéfiniment avec \a:\ (du moins lorsque p. << — i). 
En revanche, si l'on connaît une intégrale rationne fie Y de l'équa- 
tion (2), on pourra parfois ramener le cas ix < o au cas [x^o. Fai- 
sons, en effet, sur l'équation (2) le changement de variable 

L'équation diff'érentielle à laquelle satisfait s admet l'intégrale par- 
ticulière 2^ = 0. Elle est donc de la forme 

dx U-^...-r- Ip^il^i'-^' 

On en conclut que l'équation à laquelle satisfait r\ est une équa- 
tion rationnelle de la forme (2). Si dans cette équation la diff'é- 
rence [jl est positive ou nulle, nous pouvons appliquer notre théo- 
rème. Nous constatons que, dans les [jl 4- i angles définis plus 
haut, l'intégrale générale se rapproche indéfiniment (lorsque \x\ 
va en croissant) de l'intégrale rationnelle Y. Dans ces angles la 
différence^ — Y est comparable à l'exponentielle e~^^^^^^ , X' res- 
tant compris entre deux nombres positifs indépendants de x. 



IL — Branches d'intégrales à croissance rationnelle. 

Nous allons supposer maintenant que dans l'équation différen- 
tielle 

les degrés p el q des polynômes p et r/ ne sont pas liés par la rela- 
tion p — q = i. 

A. Soit, en premier lieu, p — ^ < i, c'est-a-dire q=P' Dans 
cette hypothèse, les intégrales de l'équation (10) ne présentent au- 
cun infini à distance finie. En effet, si l'on pose^' = z~*j z satis- 
fait à une équation différentielle dont aucune intégrale (excepté 
l'intégrale particulière ^ = o) ne s'annule à distance finie. Je vais 
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démontrer que, lorsque | x \ augmente indéfiniment, une branche 
d^ intégrale quelconque de C équation (i) croit moins vite qu^une 
puissance finie de \x\. 

Pour donner un sens précis à cet énoncé il faut définir la nature 
du chemin sur lequel x s'éloigne indéfiniment. J'appellerai doré- 
navant chemin direct (dans le plan de la variable x^ tout chemin 
dont la longueur est finie ou qui est transformé, par le changement 
de variable .r = i~*, en un chemin de longueur finie. Plus préci- 
sément, si x^ x' sont deux points quelconques d'un chemin di- 



arc XX 



rect L, je suppose que le rapport = est inférieur à un 

corde 37 3?' 

nombre donné k qui conservera une valeur fixe dans tous nos 
calculs. 

Cette définition donnée, appelons o* un entier supérieur aux 
degrés de tous les polynômes a et 6. Je dis que, lorsque x s'éloigne 

INDÉFINIMENT SUR UN CHEMIN DIRECT, TOUTE BRANCHE d'iNTÉGRALE 
DE (lO) SATISFAIT, A PARTIR d'uNE CERTAINE VALEUR DE J?, A l'iNÉ- 
G ALITÉ 

\y\<\x\^^^. 

Faisons d'abord une remarque préliminaire : il n*est pas pos- 
sible qu'on ait, à partir d'une certaine valeur de\x\^ l'inégalité 



(II) 



Ijk I > I 37 |<r-^»^* (a>o) 



en tout point d'un chemin direct L prolongé indéfiniment. 
En effet, soient />' et ^'les degrés (en:r) des polynômes éy,eta^, 

et soient respectivement bp et aq les coefficients de xP' et j?^' dans 
ces polynômes. Quelque petit que soit e, on peut trouver un 
nombre /• tel que, pour | :r | > /• et | ^r | > | ^ j^, on ait 



P{x,y) bpXP'yP 



<£ 



xP yP 
x*i' y'i 



Dès lors, si x est extérieur au cercle S de rayon r qui a pour 
centre l'origine, l'inégalité (ii) entraîne, .pour une branche quel- 
conque de (lo). 



(12) 



P 



i'-a' 



yQ-Py — ^ xP-t 



<.t\x\p'-i\ 



a, 
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Admettons qu'à partir d'un point Xq on ait l'inégalité (i i) tout 
le long d'un chemin direct L, sur lequel \x\ est croissant. Appe- 
lant ^ un point quelconque de ce chemin, nous aurons, si 

k étant le nombre fixe qui figure dans la définition des chemins 
directs que nous avons donnée plus haut. Intégrons les deux 

membres de (12) le long de l'arc x^x^ il viendra ( * ) 



(i3) 



— fl'+i 



[.r(^)]^-^"''-[r(a:o)]y-P-n bj, arP'-^'-M -^ ^'-''' 



( < eA:|;t?|'|ir — a?o |. 



9—p-^^ ag p—q-\-i 



D'après nos hypothèses, q — p -\- i est supérieur ou égal à i. 
D'autre part, p' — ^'+1 est inférieur à /?' + i , a fortiori à <t -|- i . 
Donc, lorsque \x\ croîtra indéfiniment, l'inégalité (i3) donnera 

certainement, à partir d'une certaine valeur de \x\^ 

i^(x)i<iïr'- 

quelque petit que soit le nombre positif e. D'où il faut conclure 
que l'hypothèse selon laquelle l'inégalité (11) serait satisfaite, à 
partir de Xqj sur toul le chemin L, est une hypothèse inadmis- 
sible. Quel que soit le nombre positif a, il existe sûrement sur L 
des points de modules arbitrairement grands où |jk| = |^|^*"*'"- 
Cette remarque faite, je démontre que, sur le chemin direct L 

où I j: I est croissant, il ne saurait y avoir des points x arbitraire- 



(^) On sait que, si l'on intègre une fonction /(a?) le long d'un chemin L quel- 
conque, on a Finégaiité 



IX 



f{x)dx\<r\f{x)dx\. 



L • ^L 



Je suppose, en écrivant i'inégalilé (i3), que [i = p' — q' n'est pas égal à — 1. 
La démonstration subsiste d'ailleurs lorsque \l = — i, à cela presque x^-*-v- — a7j+«* 

est remplacé par log — • 

Xq 



\ 
f 



;)[(C. 
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ment éloignés où l'on ait 

('4) lrl>l^l^-^'. 

Supposons, en effet, qu'il existe de tels points x. D'après la 
remarque précédente, on pourra toujours trouver sur L (si J j:| est 
assez grand) des points x^^ tels que r < | ^© | <; | ^ (, où l'on aura 

l^(^o) I = 1^0 I ^ I ^0 1^-^*-^» (o < a < I). 

Parmi ces points, appelons spécialement x^ le dernier rencontré 
avant d'arriver en x (lorsqu'on suit le chemin L en se diri- 
geant vers l'infini). Nous aurons, en x^^ [y© | = |-2?o l^*"^**? sur 
l'arc x^x de L, | j^| > | j?|^*"^°*. Dès lors, l'inégalité (i3) sera 

vérifiée, comme plus haut, sur l'arc x^x. Posant/?' — ^'=P' et 
remplaçant \y^ \ par sa valeur, on aura 

Étant donné que — ^ ^ <t H- i , il est clair que, lorsque 

I X I dépasse un certain nombre, la dernière inégalité écrite est 
incompatible avec l'inégalité (i4)- On est donc conduit à une 
contradiction si l'on suppose l'inégalité (i4) vérifiée pour des 

valeurs de |a:| arbitrairement grandes. Ce qui démontre le théo- 
rème énoncé. 

B. Soit, en second lieu, p — (l^^ ov p — ^'^a. Dans cette 
hypothèse, les intégrales y de l'équation (lo) ont, en général, des 
infinis à distance finie. On ne peut donc plus, lorsque x s'éloigne 
indéfiniment sur un chemin direct quelconque, assigner une limite 
supérieure au module de y. Néanmoins, en nous inspirant de la 
théorie des fonctions méromorphes, nous obtiendrons quelques 
indications intéressantes sur la croissance des intégrales y. 

Pour étudier ces intégrales, j'établirai deux lemmes prélimi- 
naires. 

Lemme I. — Appelons xi un infini de V intégrale y^ <t un 
entier supérieur aux degrés de tous les polynômes a et b. Je 
dis que, si \ xt \ est supérieur à un certain nombre r, on peut 
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entourer xt d'un cercle ci jouissant des propriétés sui{^antes : 

1° A V intérieur et sur le contour de c/, la branche dHnté- 
grale infinie en xt a un module supérieur à |.r |<^*+*, a étant 
un nombre positif arbitrairement petit; 

2° Sur le contour de c/, le même module est inférieur à 
I X |<^+*+P, p étant un nombre positif compris entre ol et i. 

Au voisinage de xi^ on a l'inégalité (i i) 

sur tout arc issu de Xi. Or nous avons vu qu'on peut trouver un 
nombre r tel que, pour | :r/| >► /*, ^inégalité (i i) entraine V iné- 
galité (12). Intégrant cette inégalité le long d'un chemin direct, 
nous aurons, puisque q — /? -f- 1 <; o et [jk(^/)]^~^* = ^j 



(i5) 



y 



-(p-q-D — 



p-g — i 



(x^-^v- — xy-^) 



< tk(p — q—i) \xY'\x^Xi\^ 



OÙ 1^1^ est la plus grande valeur de \x\^ sur le chemin xix^ [x la 
différence des degrés p' et q\ et s un nombre qui sera arbitraire- 
ment petit si l'on a pris /• assez grand (•). 

Autour de xi comme centre, traçons un cercle c/ de rayon 

a' étant un nombre positif inférieur à i. L'exposant de \xi\ dans 
l'expression de sera négatif, puisque IulI^o", p — q — ! = !• 
Donc le rayon de c/ tendra vers zéro avec | ^/ 1~' . 

D'ailleurs, si \xi\ est assez grand, nous aurons, en tout point 
du chemin xix intérieur à c/, les inégalités (^) 



\x — Xi\{\xi\z^^)V-< 



oci^^-x^;-^ 



<\x-Xi\{\Xi\±l^)\f', 



\x-Xi\{\xi\zç p)l^< \xV'\\x — Xi\<\x - Xi\{\xi\-± p)H-, 



( ^ ) Voir p. 46, note. 

(^) Ces inégalités s'obtiennent aisément. D'une manière générale, posons 



\x-x,\ = \XiY-H9 (P>o); 



on a 



^^.^£iZ =(x-x,)xJ.+ 'à^ e'" I ^, 1-^ + "^ - '^ f - ^^ e-" I x,l-'>+...1 , 

n-{j. L *— 2.3 '" j' 
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OÙ l'on devra prendre les signes supérieurs ou les signes inférieurs 
suivant que [jl >► o ou [x -< — i; et, d'autre part, étant donnée la 
valeur de p en fonction de xt^ on peut (quel que soit le nombre 
positif a''-<a') prendre r assez grand pour que l'on ait, lorsque 
I ^/ 1 > r, 

(i -H £ A:) (/? — çr — i)p(| ar/ 1 ± p)!^< ( I ar/ 1 — p)-(<y-+-n-a")(/ï-ç-i), 
(i — £Â:) (/? — ^ — i)p(| 37/ 1 q= p )t^> (I ^,- 1 -+- p)-((T-hi-ha'+a*){/.-ç-i). 

Interprétons alors l'inégalité (i5) en supposant r ainsi déter- 
miné. Un calcul facile nous montrera que l'on a, en tout point 
de Ci^ 

(16) \y\-^P-q-^'> < I X |-(<JH-i-+-a")(p-ç-l) 

et, sur le contour de c,, 

(17) |^|-(p-7-i)> |a7|-<<r-+-ï-^«'-+-«''J(p-7-»^ 

Si l'on a pris a, a', a'' assez petits pour que 

on conclura de ces deux dernières inégalités que le cercle ci satis- 
fait bien aux conditions posées par l'énoncé du lemme. 

Or, remontons le lil de notre démonstration. Nous venons 
d'établir que, lorsque x s'éloigne de xi dans c,-, aussi longtemps 
que l'inégalité (i i) est vérifiée, il en est de même des inéga- 
lités (i5), (16), (17). Je dis qu'aucune de ces inégalités ne peut 
cesser d'être vérifiée dans c/. En effet, supposons que l'inéga- 
lité (11), satisfaite sur l'arc XiX^ ^ cesse de l'être au point x* \ sur 
l'arc Xix\ on aura l'inégalité (i6), laquelle entraîne, a fortiori^ 

ta étant uo angle réel. Donc, si \x] est assez grand, le module du second membre 
sera sûrement compris entre les limites 

\x-x,\\x,\^[i- \^-'J + ' \^,\-i\, k-x,i|x,|.>[.-H l'^~^''+' k,|-^] 

et, a fortiori, entre les limites 

\x- x,l[|a;,|^zF IV'-^l-^^ |a;,r-'p], 

d'où Ton déduira les inégalités écrites. 

B. 4 
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l'inégalité (ii); donc celte dernière est nécessaii'^ment satisfaite 
sur un arc plus grand que xix^ . Le premier lemme est donc com- 
plètement démontré. 

Nous avons supposé, tout à Theure, la valeur initiale y{xi) 
infinie. On voit sans peine que cette hypothèse n'est pas indispen- 
sable ; il suffirait de modifier légèrement les formules écrites pour 
appliquer la démonstration précédente au cas où, au point a?/, on 
a seulement l'inégalité 

(i8) lr(^)l >l-^l'''^*^^' a^ec T>P- 

Je puis donc énoncer le lemme suivant : 

Lemme IL — Soit une branche (V intégrale y qui satisfait 
en un point x\ à V inégalité (18). 5/ |^^| est supérieur à un 
certain nombre r, on peut entourer x'^ cVun cercle c\ de rayon 

p = I ir; |-(a-Hi-Ha'>(/>-?-i)-[x ( x' < p — a), 

à V intérieur duquel \y\ est supérieur à |ic|<^*+«, et sur le 
contour duquel \y \ est inférieur à \ x |<ï+«+P (a <; P < y). 

On en conclut de là que la branche y devient nécessairement 
infinie à l'intérieur de c\. En effet, lorsque \y\ croît depuis 
I J'(^i) I jusqu'à l'infini, le point x, variant à partir de x\^ ne peut 
sortir de c\\ il décrit un chemin / aboutissant en un point Xi inté- 
rieur à c'i. Traçons le cercle c/ relatif à ce point xi (en appliquant 
le premier lemme). Le chemin / sera tout entier contenu dans c/. 
Donc x\ est à l'intérieur de c/. 

De ces divers résultats nous déduirons le théorème suivant : 

Soit X un point quelconque extérieur aux cercles a décrits 
autour des infinis xi d^ une branche d^ intégrale y. Pourvu que 
\x\ dépasse un certain nombre fini r, la branche d^ intégrale 
considérée satisfait à V inégalité 

\y^x)\<\x\'^^. 

En effet, d'après le second lemme, tout point x\ où cette inéga- 
lité n'est pas satisfaite est intérieur à un cercle c/. 

Quelle est la portée du théorème que nous venons d'énoncer? 
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11 est clair que ce théorème nje nous intéressera qu'autant qu'il 
existera des points x extérieurs à tous les cercles C/. Nous sommes 
ainsi conduits à étudier plus en détail les cercles a et leur distri- 
bution. 

En premier lieu, je dis que la branche d^ intégrale qui est 
infinie en xi ne présente pas y à t* intérieur de ci^ d* autre infini 
que Xi, 

Pour le démontrer en toute rigueur, nous introduirons dans 
l'équation (lo) un paranjètre variable \k ( copformément à la mé- 
thode exposée au Chap. I, § V). 

Considérons l'équation 

et faisons varier [jl de o à i. D'après notre premier lemme (*), la 
branche d'intégrale y^àe (19) qui est infinie en xi satisfait {quel 
que soit [x) à l'inégalité (16) dans C/ et à l'inégalité (17) sur le 
contour de Ci. D'ailleurs, aucun point de ci où y^ est fini ne peut 
être critique pour cette intégrale. En effet, nous supposons r assez 
grand (p. 45) pour que | ^ | >• r et |y | > | a: |^ entraînent 



P(^,r) àp 



Q(^,r) a 



:J- xP'-^'yP-^ 



< e I xP'-9' yp-q |. 



Donc l'intégrale /^yt satisfait à cette ii^ég£^Uté dapis c,-. Dè^ lors, à 
l'intérieur de c/, Q(^j jK|i.) ne saurait s'annuler pour aucmie valseur 
finie de y^. 

Nous concluons de là que les théorèn^çs du Chapitre I (§ V) 
sont applicables à l'intériçur et sur le contour de c/. Si, pour une 
valeur jjio de pt, J^i^ n'a qu'un infini dans c/, elle n'en aura çjicore 
qu'un pour les valeurs de [x voi^iij^es de [jlq. Or, nous savons que, 
lorsque [x est nul, l'intégrale y^ n'a dans çi qu'un infini Xi\ sup- 
posons que, pour j/. = i, elle en ait plusieurs; alors, il devra 
exister des valeurs [x' de [jl(o < | [x' | < pour lesquelles y^ .aura 
un ou plusieurs infinis sur le contour de c/; mais, d'après l'iné- 



(') La valeur que nous avons assignée au rayon p de Cj ne dépend que des 
exposants />^ q, p' y q' y a; elle est donc indépendante de {jl. 
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gallté (17), cette circonstance ne peut se présenter; donc l'hypo- 
thèse faite est inadmissible. 

D'ailleurs, d'après ce que nous venons de dire, la branche 
d^ intégrale infinie en xt ne présente aucun point critique 
dans Cij sauf peut-être au point xi lui-même. Le point Xi sera 
critique si /> — y ^ 3 ; il permutera p — q — i déterminations. 

Des propriétés des cercles c/ que pouvons-nous conclure rela- 
tivement à leur distribution dans le plan de la variable ^? 

Si ^intégrale y qui est infinie aux points x^^ a?^, . . ., ^r/, . . . 
était une fonction uniforme de x^ nous pourrions affirmer que 
les cercles ci relatifs aux points xi seraient tous extérieurs les 
uns aux autres (du moins pour | ^/ 1 >> /•). 

Appelons en effet ai un nombre positif inférieur au nombre a 
qui figure dans l'énoncé du premier lemme, et appliquons de nou- 
veau ce lemme, en remplaçant a par a^, (3 par a : on peut entourer 
le point Xi d'un cercle c\ tel que l'on ait, dans ce cercle, 
IjK I > I ^ 1^"*"*"*""') et sur son contour |^ | <C | ^ |(rH+a. Le cercle c'i 
est concentrique au cercle c/, mais de rayon plus grand; comme c/, 
il ne contient d'autre infini de y que le point xi. Dès lors, si le 
cercle Cj relatif à Xj coupait le cercle c/, il couperait nécessai- 
rement le contour de c\ . Il y aurait donc un arc de c\ intérieur 
à Cj sur lequel on devrait avoir (premier lemme) 

ce qui n'est pas possible, d'après la définition de c\ : on en conclut 
que les cercles c/ et Cj ne se coupent pas. 

Les choses se passent autrement lorsque l'intégrale y est une 
fonction multiforme; il peut arriver alors que toute valeur de x 
soit intérieure à un ou plusieurs cercles c/. Mais nous pourrons 
néanmoins ramener ce cas au précédent, à condition de faire 
varier x non plus sur un plan, mais sur une surface de Riemann. 

J'ai rappelé (p. 3i) qu'on peut toujours regarder j^ comme fonc- 
tion uniforme d'un point mobile sur une surface de Riemann, 
surface formée de feuillets superposés sur lesquels on a tracé 
un certain nombre de fentes (coupures) et que relient entre eux 
des lignes de croisement menées suivant certaines coupures. 

Si/? — y <; 3 les points xi sont, nous l'avons dit, des points 
ordinaires dej^ : on peut alors disposer des coupures de manière 
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qu'elles ne pénètrent pas dans les cercles c/. Si p — 7 = 3, 
p — q — I déterminations se permutent autour de xt] la surface 
de Riemann a, par suite, au voisinage de ^/, p — q — i feuillets 
reliés entre eux par des lignes de croisement issues de xt ; d'ail- 
leurs, nous pouvons toujours disposer de ces lignes de croisement 
de manière qu'au voisinage de xi elles coïncident avec un même 
rayon du cercle c/. Dans l'un ou l'autre de ces deux cas, le raison- 
nement de la page précédente est applicable à la surface de Rie- 
mann. Il établit que, sur cette surface, les cercles ci relatifs aux 
points Xi sont tous extérieurs les uns aux autres (du moins pour 
\xi\>r). 

Nous voici maintenant en état de tirer de la proposition de la 
page 5o toutes les conséquences qu'elle comporte. 

Etant donnée une branche d'intégrale quelconque de l'équa- 
tion (lo), regardons -la comme fonction uniforme d'un point 
variable sur une surface de Riemann. Sur cette surface il est 

TOUJOURS POSSIBLE DE TRACER DES CHEMINS DIRECTS s'ÉLOIGNANT IN- 
DÉFINIMENT ET NE PÉNÉTRANT DANS AUCUN CERCLE Ci [il Suffit (^) 

de faire passer les chemins entre les cercles c/]; en tout point de 

CES CHEMINS, ON A, A PARTIR d'uNE CERTAINE VALEUR DE \ X \^ l'iNÉ- 
GALITÉ 

OÙ 0- désigne un entier supérieur aux degrés de tous les coeffi- 
cients a et b de l'équation (lo). La propriété, démontrée sur la 
surface de Riemann, subsiste d'ailleurs, bien entendu, si l'on 
regarde les chemins considérés comme des chemins plans. 

En quoi ce résultat distingue-t-il l'équation (lo) de l'équation (2) 
étudiée au paragraphe précédent? Nous avons obtenu des inté- 
grales de (2) qui croissent plus vite qu'une certaine exponen- 
tielle c^l*' "^^^ (si [JL>>o) quand :r s'éloigne indéfiniment dans certains 
angles A [d'ailleurs le rapport de l'aire totale des angles A à l'aire 
d'un demi-plan est un nombre (i — a) arbitrairement voisin de i] ; 
c'est pourquoi nous étions convenus de dire que la croissance des 



(^) Oo partira d'une droite et Ton remplacera tout segment intérieur à un 
cercle c^ par le plus petit arc de c^ qui sous-tend ce segment. Le chemin ainsi 
obtenu sera sûrement direct. 
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intégrales de (2) est du type exponentiel. Au contraire, nous 
constatons que les intégrales de (10) croissent moins vite qu'une 
puissance finie de | :r ( lorsque x s'éloigne indéfiniment sur un 
chemin, qui est assujetti (si/? — y =2) à ne pas pénétrer datas 
certains cercles c,; d'ailleurs, lorsque les cercles c/ sont infiniment 
éloignés, leurs rayons deviennent infiniment petits, et il serait 
facile de démontrer que le rapport de l'aire totale des cercles d* 
à l'aire de la surface de Riemann sur laquelle ils sont tracés est 
égal à o. C'est pourquoi nous conviendrons de dire que la crois- 
sance des intégrales de (10) est du type raïionnel. 

Nous obtenons ainsi une première indication sur les intégrales 
de l'équation (10); mais c'est une indication bien vague encore. 
Ainsi, nous avons trouvé une limite supérieure (*) du module 
d« y^ mais pas de limite inférieure. Il y aurait donc lieu de pour- 
suivre l'étude que nous venons d'ébaucher," et peut-être convien- 
drait-il, pour la pousser plus avant, de particulariser le problème. 
On ferait certainement œuvre utile en entreprenant une série 
d'éttid^s monographiques sur l'allure des intégrales des divers 
types simples d'équations (i). On obtiendrait ainsi de précieux 
renseignements sur la nature des fonctions qui satisfont à ces 
équations et sur les complications qui s'introduisent lorsqu'on 
élève les degrés des coefficients. C'est ce dont nous allons nous 
rendre compte en traitant ici même quelques-uns des cas les plus 
simples. 



III. -— L équation y 4- Aq-I- A^y -|- AajK'-f- ^3^^= o 

Pretiiier exemple. 

Considérons l'équation 

(20) y-t- Ao-+-At^-4- A',^«-+-As^«=i=o, 



(^) C'est dans 1« cas où ies bi^nciies d'intégrales^ augmentent indéfiniment 
( quand 0? s'éloigne vers l'infini sur certains chemins directs) qu'il est intéressant 
de connaître une limite supérieure de \y\' Si les branches^, au lieu de tendre 
vers rinfini, tendaient vers une valeur finie A, on pourrait leur appliquer les 
résih^ltats des pages précédentes, à coYidition de faire ie changement de va- 
riable y — A =^-^ On verrait alors que r- croit moins vite que | a:|*+^ 

y — k 
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OÙ les A sont des polynômes en x. Pour étudier en détail la crois- 
sance des intégrales de celte équation, il y aurait lieu de distinguer 
un grand nombre de cas et de sous^eas : 

I. Supposons d'abord que Ao= A, = o, et soient rrix et m^ les 
degrés des polynômes Aa et A3. Les intégrales de l'équation 

(21) y -+- A2jK*-i- A3y»= o 

ou de l'équation transformée 

sont, au point d^e vue de la croissance, du type rationnel. Admettons 
a priori (ce qu'il faudra ensuite vérifier) que les intégrales 3 
deviennent infinies comme une puissance déterminée ^r*^ de 2, et 
cherchons quelle devra être, dans cette hypothèse, la valeur de t. 
Les termes zz^ ^ Aa^s, A3 deviendront respectivement infinis comme 
x^'^~^ ^ x^i^^ x^t. Puisque ces termes doivent se détruire, il faut 
que deux des trois quantités 2t — i, /Wa + T, m^ soient égales 
entre elles et supérieures ou égales à la troisième. D'où les cas 
suivants : 

1. aT — I = ms > /n2-4- T. Ce cas se présentera si ma > a mj h- 1. 

2. 2T— I = mjH-T>m3. ) 

> Ces cas se présenteront si 7^3 < 2/W2-1- i. 

3. msH-T :»= m3 > 2T — I. ) 

4. 2T — I s= 7W3 = TWjH- T. Ce cas se préseotera si »*3 = im%-{- 1. 

Il y aura lieu, si l'on entreprend une étude complète de l'équa- 
tion (21), de considérer séparément ces difl'érents cas et peut-être 
de les subdiviser. 

IL Supposons en second lieu que Ao=o, Ai^o. Le degré 
de A< étant positif ou nul, les intégrales de l'équation transformée 

y=zz—^, zV = Aiz'-f- Aj-s -h A3 

seront du type exponentiel. On pourra leur appliquer les résultats 
obtenus au premier paragraphe de ce Chapitre. 

III. Supposons enfin que A© ne soit pas identiquement nul. Les 
intégrales de (20) seront alors du type rationnel. Mais il est à 
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prévoir que la croissance de ces intégrales offrira plus de compli- 
cations que celle des intég^les de l'équation (21). Les circon- 
stances les plus diverses pourront se présenter dans ce cas. 

La discussion complète de la croissance des intégrales de Téqua- 
tion (20) serait, on le voit, longue et laborieuse. Je me bornerai à 
l'étude de l'équation l'ai), en supposant d'abord /ii3>2m2+i, 
puis m%<i 2/712 4- I . Je vais calculer, dans ces deux cas, non plus 
seulement une limite supérieure, mais une valeur approchée 
des branches d^ intégrales en un point quelconque du plan 
des X, 

Premier exemple. — Allure des branches dHntégrales de 
V équation 

(22) -3^'= Aî>3-|- A3 

lorsque les degrés 7/12 et m^ de Aj et As satisfont à ^inégalité 
/W3 >> 2/W2+ I, c'est-à-dire m^^ 2/712-1-2. 

Posant z = v^s, nous pouvons encore écrire l'équation (22) 
sous la forme 

(23) Ç'=-^A.V; + 2A3. 

Nous tracerons autour de l'origine un cercle S ayant un grand 
rayon /• (la valeur de /' sera déterminée par diverses conditions 
énoncées au cours de la démonstration), et nous considérerons 
une branche d'intégrale z qui admette pour point critique un 
point X\ de module supérieur à r. 

Soit — le coefficient de x"^^ dans A3. Nous choisirons /• de manière 
2 

que l'on ait, lorsque (^|>r, 

(24) \1ki''a^x^^\<\x\"'^-^^-, \iki\<\x\ '^|a7|* *, 

et, lorsque |;r |£r, 

(25) I2A3— a3a7'«i| < /"«j-J-»-6, |2Aî|£r^ *, 

e étant un nombre qui sera arbitrairement petit avec -• Suivons 
alors Ç à partir de ^r^ . 



CROISSANCE ET ALLURE d'UNE BRANCHE d'iNTÉGRALB. 67 

1. Au point J7i, z = \/^ est nul. A partir de Xt , faisons croître 
X indéfiniment sur un chemin 'direct L. Tant que l'on e sur L 
l'inégalité 

(26) \X,\<\x\^^-^^-^, 

on a, d'après (aS ) et (24), 

\n-a^x'^^\<<i\x\" *"^\ 



et par suite, en intégrant, 



(27) 



/W3-+- 1 ^ * ' 



1 

ntt ---4-e 



k étant le nombre fini qui figure dans la définition des chemins 
directs (p. 45). Il est clair que, si l'on a pris assez grand le 
rayon /• de S, l'inégalité (27) entraînera a ybr ^10 r* l'inégalité (26), 
quelque grand que soit|:c|. Un raisonnement auquel nous avons 
déjà eu deux fois recours (') prouve alors que l'inégalité (27) ne 
cesse pas d'être satisfaite lorsque x s'éloigne indéfiniment sur le 
chemin L. 

2. Faisons maintenant décroître x à partir de Xk sur un chemin 
direct L intérieur au cercle S. qui a pour centre l'origine et pour 
rayon \x^ |. Tant que l'on a sur L l'inégalité 

(28) ici<i^ir>^*-^s 



on a 



K'— «3ar"'3|<2|.Tir' * , 



et, en intégrant. 



(•-^9) 



Tix) — (x^v^^ — X^^^^\ 



<'xk\x^\ * . 



Or, si r est assez grand, l'inégalité (29) entraîne a fortiori 
l'inégalité (28) lorsque \x\> r. On en conclut que l'inégalité (29) 
ne cesse pas d'être vérifiée sur le chemin L, à l'intérieur de S. 

( ' ) Voir p. 42 et 49- 
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Nous interpréterons les deux inégalités (28) et (29; en énon- 
çant la proposition suivante : 

Quelque petit que soit 8, on peut trouver un nombre r tel que 
la branche d'intégrale Ç, qui s'annule en un point critique x^ 
de module supérieur à r, soit donnée sur tout chemin direct 
croissant issu de Xt par l'égalité 

(3o) Ç= — f^(n-Y)ar'«,-Hi fî-arî^'-^-S \à Vi\<^, 

et sur tout chemin intérieur à S par V égalité (* ) 

3. Les égalités (3o) et (3i) nous donnent, pour toute valeur 
de x, une valeur approchée de la branche d'intégrale Ç de (23). 

Pour caractériser cette branche avec précision, nous allons 
encore nous demander où elle présente des points critiques pou- 
vant la permuter avec d'autres branches. 

Je désignerai dorénavant par le mol caractéristique une branche 
d'intégrale suivie, à partir d'un point et d'une valeur initiale 
donnée, le long d'un chemin rectiligne. Parlons, par exemple, du 
point Xq avec la valeur Ço = ^o d^fii^ic tout à l'heure et suivons 
l'intégrale ^ le long d'une droite issue de ^o* Lorsque cette droite 
tourne autour de Xq et balaye le plan des x^ nous obtenons ce 
que j'appellerai l'ensemble des caractéristiques issues de Xq avec 
la valeur initiale Çq. Demandons-nous combien nous rencontre- 
rons de points critiques sur cet ensemble de caractéristiques. 

En tout point critique, Ç est nul. Or, il résulte des égalités (3o) 
et (3i) que les caractéristiques Ç ne sauraient s'annuler qu'au voi- 
sinage des (/Wa-f- 1) racines de l'équation algébrique 

Soit Xi l'une de ces racines. Entourons-la d'un cercle c de 
rayon p = | â?^ p~P, ^ étant un nombre positif quelconque inférieur 



(^) D'après cette égalité, la valeur de la branche L à Torigine croit indéfini- 
ment lorsque Xi tend vers Tinfini. 
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à y. Je dis que, dans le cercle c, V ensemble des cantcté ris tiques 
considérées présente tin point critique et un seul. 

En effet, pour | a? — ^i | =i= p, on a ( ' ) (si r est asse* grand) 

limite supéri'etïfè qui (d'après la valeur de p) sfera elte^iflênïe supé- 
rieure à (/W3H-i)| j?i !'»»+< ^M', où s' est arbitradt^ftient petit isi \x^ \ 
est assez grand. D'aulfe part, la branche d'intégfale que je cton- 
sidère satisfait, dans c, à l'inégalité (3ô) ou (3t); pour obteuir sa 
valeur sur le contour de c, je ii'ai qu'à partir de x^ et à me rendre 
en ligne droite à ce contour. En tout point du chemin ainsi suivi, 

\x\ reste compris entre - — ^ et — L-iJ : il résulte alors de (2^) 

et (29) que les y et y' des égalités (3o) et (3i) ont des modules 

inférieurs à | a^i | * . On en conclura (puisque P <[ - ) que, si r 

est assez grand, les termes en y et v' sont négligeables dans (3o) 
et (3i) sur le contour de c; pair conséquent, ^ satisfait sur ce con- 
tour à l'inégalité 



Kl> 



2 ( ma -+- 1 ) 



et ne peut s'y annuler. 

Le résultat que noas obtenons ainsi en étudiant l'équation (23), 
nous l'aurions aussi bien obtenu si nous avions considéré l'équa- 
tion 

o^ ]jL a une valeur quelconqi9« comprise €Btre o et 1 . Or, 
pomr JA 2±r o, l'intégrale s qui prend «a x,^ la valeur !^ a un zéro €t 
«n seial à l'intérieur de c. On en liédciil (en raisonnant comme 
à la page 5i) qu'il en est encore ainsi pour [x = i . c. q. f. d. 

D'ioù cette conclusion : l'ensetrtble des caractéristiques issues 
de a^o ^^cc ta rmleur Ç© présente m^ H- 1 points critiques^ 
a?!, ..., x^^^^y^^ respectivement ix)i»ins (d'autant plus voisins qu?e le 
module initial \^o\ ^^ p^ grand) des racines de V équation 

(») Cf.'f\'n% hMt, jwigre 48, tf6te 2. 
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^/i»,+i _- jjm,+i Supposons que nous menions des coupures joi- 
gnant à rinfini les points x^, . . ., x^^+i : si nous assujettissons x 
à ne pas franchir ces coupures, l'ensemble des caractéristiques 
considérées constitue une branche d'intégrale uni/orme dans 
tout le plan. Nous avons calculé une valeur approchée d'une telle 
branche en tout point du plan; nous avons déterminé le nombre 
et la situation approximative de ses points critiques : il restera 
à examiner par quel mécanisme on peut de cette branche déduire 
successivement toutes les autres branches d'une même intégrale. 
C'est là une question dont nous nous occuperons ultérieurement. 



IV. — Deuxième exemple. 
Allure des branches d'intégrales de V équation 

(22) zz' =■ k^Z -t- A3 

lorsque les degrés m2 et m^ de A2 et A3 satisfont à Vinéga- 
lité m^ <C 2 m2 -f- i ou m^ ^ 2 m^* 

Posant 

A, ^37, z = P + 6, 

nous pouvons écrire l'équation (22) sous la forme 

(3.) e'=p^, 

OÙ P est de degré m^-k- i . Soient, respectivement, ax^t et bx^f^^ 
les termes de plus haut degré dans les polynômes A3 et P. La va- 
leur des coefficients a et è étant sans influence sur les calculs que 
nous allons faire, je supposerai, pour simplifier l'écriture, que 
a = è = I. 

Considérons un cercle S de centre o dont le rayon r sera déter- 
miné par diverses conditions posées au cours de la démonstration. 
Nous allons étudier la branche d' intégrale 6 qui, en un point 
donné Xq extérieur à S, prend une valeur initiale que je dési- 
gnerai par C'"*"*"* et que je supposerai plus grande que 2r'"«"*"^ 

Nous choisirons r assez grand pour que l'on ait, en tout point x 
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extérieur à S, 

_i -1 

et, à rintérieur de S, 

I P |< (i -+- r""^) /"«.-+-Î, J A, I < (i -h r" 2 ) r'«». 
Suivons alors 9 à partir de Xq, 

i. En premier lieu, je considérerai la branche 9 à lUnterieur 
d'un cercle S ayant pour centre l'origine et pour rayon 



r 



8(m,-Hl) 



C|. 



L'équation algébrique 

a TWaH-i racines qui, si r est assez grand, sont respectivemeni 
très voisines des /Wa H- 1 zéros de œ"^*^^ + C'"»"'"* . Entourons chacun 

de ces zéros d'un cercle c de rayon p = 2r ^|C|. A l'extérieur des 
cercles c et de S, on aura (quand r sera assez grand) 

I p ^_ C'«a-»-i I > I iF'««-+-* -f- C'"3-^* I — r ^\x |'»t-fr-i 

et(<) 

|.r'«a+î-f- C"».-^-« I > p(m,H-i)(| G| — p)'«a-+-i 

D'autre part, x étant intérieur à S, 

_i _i 

On conclut aisément de là que l'on peut toujours prendre 
r assez grand pour que l'on ait, lorsque x est compris entre S et S 

et extérieur aux cercles c, 

_l 
(33) I P -h G'««-^-i I > r * I G h»-^». 



( * ) Voir page 48, note 2. 
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régalilé 

oti l'on a 

si r est assez grand. 

En résumé, les formules (36^ et (Sg) donnent (•), sur tout che- 
min direct croissant ou décroissant et extérieur aux cercles c, une 
valeur approchée de la branche d'intégrale z issue de x^ avec la 
valeur initiale P + 0«, La branche considérée ne peut présenter 
des points critiques qu'à l'intérieur des cercles c. 



(*) Le module de la branche d^intégrale z devient infini (avec \x\) comme 
I a 1'^$'*'^. Nous nou» trouvons donc en présence du troisième des quatre cas dis- 
tingués à la page 55, savoir : 2t — 1 = m^-i-T > m,. Quand donc se présentera 
le quatrième cas (m^+r = m^> 2t — i) qui, comme le troisième, doit se ren- 
contrer pour m, < 2 m^+i? En poursuivant l'élude de l'équation (22), on ré- 
pondrait sans peine à cette question. Considérons la droite joignant à Tinfini un 
point critique or,, et suivons sur cette droite les deux caractéristiques issues 
de iVi Avec la valeur critique o. De ces deux caractéristiques,' Tune seulement 
devient infinie comme | x^ |"*s'*'' : c'est de celle-là que nous venons d'étudier la 
croissance. Si nous voulions être complets, nous devrions encore étudier la se- 
conde caractéristique et nous nous trouverions alors en présence du quatrième 
cas : mjH- T = m,>2T — 1. 



CHAPITRE m. 

CLASSIFICATION DES POINTS SINGULIERS TRANSCENDANTS. 



Nous avons déjà établi des distinctions entre les points singuliers 
de l'équation 



(•) 



dx Q{x,y) 



où P et Q sont des polynômes en y. Parmi ces points singuliers, 
les uns sont algébriques et mobiles [c'est-à-dire varient avec la 
valeur initiale jko ^^^ prend une intégrale quelconque de l'équa- 
tion (i) en un point Xq]^ les autres sont fixes et, en général, 
transcendants. C'est sur ces derniers points que nous allons, dans 
ce Chapitre, fixer notre attention. 

Les points singuliers transcendants sont, pour M. Painlevé, de 
deux sortes : ou bien la fonction qui présente en un point X une 
singularité transcendante devient indéterminée lorsque la variable x 
tend vers X sur un chemin quelconque; ou bien cette fonction 
tend vers une valeur déterminée Y. Dans le premier cas, le point X 

est dit point singulier essentiel : tel est le point x = o pour la 

1 

fonction e^. Dans le second cas, le point singulier est appelé point 
transcendant ordinaire : exemple, l'origine pour la fonction log^F, 
qui, en ce point, a une valeur déterminée égale à l'infini ( * ). 

Nous allons nous placer ici à un autre point de vue, et donner 
des points transcendants une classification un peu différente. 

Nous savons qu'au voisinage d'un point singulier transcendant X 
il s'opère, en général, une infinité de permutations. Voici, d'une 
façon précise, ce qu'il faut entendre par là. Considérons un 

(^) Au sujet de ces définitions, on coasultera avec profit la Notice sur les 
travaux scientifiques de M. Painlevé. Gauthier-Viilars, 1900. 

B. 5 
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point X voisin de X et Tensemble des valeurs y que prend au 

point X la fonction jk(^)' Soit, d'autre part, y un cercle de rayon 

arbitrairement petit entourant le point X et x% une droite (ou 

ligne) joignant a? à un point du contour y. Nous supposerons 

que X décrive un lacet L ainsi composé : le segmenta a, puis un 

chemin fermé quelconque intérieur à y, puis le segment tf,x. Si, 

partant avec une valeur initiale^! (prise dans l'ensemble^) et 
décrivant tous les lacets L possibles, nous revenons avec diverses 

valeurs y^^ jks? •••? nous dirons que l'ensemble dés valeurs y^^ jk2> 

j^3, . . . (ensemble partiel de l'ensemble y) se permutent à l'inté- 
rieur de y. Au cas où, quelque petit que soit le cercle y, il existe 

un ensemble partiel infini de valeurs^ se permutant dans y, nous 
dirons qu'une infinité de déterminations se permutent au voisi- 
nage de la singularité X. 

Cela étant, on peut chercher à classer les points singuliers 
transcendants d'après les propriétés, plus ou moins compliquées, 
des systèmes de permutations qui s'opèrent en leur voisinage; on 
s'efforcera, dans chaque cas, de mettre à nu le mécanisme suivant 

lequel une infinité de déterminations y s'échangent entre elles 
lorsque x décrit tous les lacets L imaginables. C'est une classifi- 
cation de cette nature qui sera tentée dans ce Chapitre. Ici encore, 
force m'est de me contenter d'un aperçu : je signalerai seulement 
quelques cas simples que j'illustrerai par des exemples. 

I. — Points directement et indirectement critiques. 

Quelques remarques préliminaires sont ici nécessaires. 

Un point transcendant isolé X peut être directement critique 
ou indirectement critique; il peut aussi être à la fois directement 
et indirectement critique. 

Pour distinguer ces cas, rappelons-nous qu'un lacet L quel- 
conque peut être décomposé en une somme de lacets élémen- 
taires (*) successifs, formés, chacun, d'un chemin issu de x par- 

(*) Les lacets éléineataires seront toujours supposés ne pas s'enrouler une 
infinité de fois autour du point X. 
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couru deux fois, et d'une boucle infiniment petite décrite autour 
d'un point critique unique. 

Supposons alors qu'il existe en x une infinité de détermina- 
tions y^^ jK2î • • • qui s'échangent entre elles le long d'un lacet élé- 
mentaire décrit autour du point X proprement dit : en ce cas nous 
regarderons ce point comme directement critique. Ainsi l'origine 
est un point transcendant directement critique pour la fonc- 
tion log^r, et, lorsque X est irrationnel, pour la fonction x^\ 

Supposons maintenant qu'une infinité de déterminations de la 
fonction s'échangent entre elles lorsqu'on décrit une série de lacets 
élémentaires, non plus autour du point X lui-même, mais autour 
d'un ensemble de points convergeant (*) vers X ; nous dirons 
alors que X est un point transcendant indirectement critique. 

Afin d'éclairer tout de suite cette définition par un exemple, 
considérons l'équation différentielle 

dz 

Pour intégrer cette équation, il suffit de poser -3 = ;rfv. Soient fVi 
-et (Va les deux racines de — i{v^-\-^w -\- ^=^ o. Nous aurons 

dw 

^t un calcul facile nous donnera l'intégrale générale 

i, L 

z=zxwy GiF = (w — Wi)^\{w — (^2)^» (G = const. arbitraire), 



ou 



Al = — 2 H ^—i Xî =i — 2 H- ^ 



IWx iWf 



Si l'on remarque que çv<-|-«'2= -' on voit que X< et X2 sont 
liés par la relation 



I I __ 

Al Aj 



(*) Les points critiques qui convergent vers X sont des points critiques algé- 
briques, puisque nous avons supposé que la singularité transcendante X était 
isolée. 
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Dès lors, l'intégrale générale de l'équation (2) se laisse mettre 
sous la forme 

(3) z=iwx, Gir= ( ) • 

Nous allons supposer que \\ et Ào sont des nombres complexes 
(quelconques) dont la partie réelle est négative, 11 en est alors de 

même de t-» s— • tious admettrons, pour fixer les idées, que la 

partie réelle S\.Çk^) est inférieure à «^(Xj) et, par suite, à -• 

D'après l'égalité (3), l'intégrale z de l'équation (2) prend à l'ori- 
gine un ensemble infini de valeurs finies pour lesquelles w est 
infini, savoir les valeurs 

..., C-^e '* , G-*, G— ^e^i, .... 

Les branches d'intégrales correspondant à ces diverses déter- 
minations sont d'ailleurs toutes holomorphes à l'origine, puisque^ 
d'après le théorème de Cauchy, toute intégrale de (2) non nulle 
à l'origine y est holomorphe. 

Quels sont maintenant les points critiques de l'intégrale 5? Ce 

$ont les points 

1 

(4) Ca.^-±(^f 

où cette intégrale s'annule. Chacun d'eux permute deux détermi- 
nations. Si l'on désigne par Xq l'un de ces points, les autres seront 

2/7r 2f TC _ 2 fie 

Admettons, pour fixer les idées, que dans r- ^^ coefficient 

de ^' — I soit positif. Alors, tandis que les points ^_<, iC_2, ... 
s'éloignent indéfiniment, les points x^^ x^j ... convergent vers 
l'origine. L'origine, qui n'est pas directement critique, est donc 
point-limite de points critiques : d'après notre définition, elle est 
un point transcendant indirectement critique. 

Allons plus loin et demandons-nous quelles déterminations de z- 
se permutent autour des points o^i , 5?o, .... 
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Partons de rorigine avec une détermination 

et éloignons-nous (Jig» 2) sur un rayon O y qui ne passe par aucun 
point critique Xi, Lorsque x croît indéfiniment sur une droite, la 
fonction w tend, d'après (3), vers l'une des valeurs fv^, «^2 • nous 
choisirons Oq de manière que la limite de w soit w^ sur ce rayon. 
Arrêtons-nous sur Oq en un point q^ assez éloigné pour que «'(5^4) 

ait une valeur w arbitrairement voisine de fv<. Puis, dans le plan 
de la variable fv, faisons décrire un cercle à cette variable autour 
du point w = iVi] pendant ce temps, a: décrit une courbe q^ q^ 
joignant le point qs au point 

A partir de q^ considérons dans le plan des x le rayon 5^2 0, 

transformé du rayon ^4 par le changement de variable x' '=xe ^' , 
et suivons w sur ce chemin. Etant donné que ^(5^4) est égal 
à «^(5^2)? il résulte de l'égalité (3) que w a des valeurs égales en 




un point quelconque du rayon q^ O et au point correspondant du 
rayon transformé 5^2 0* Nous aurons donc, en appelant xf un point 
quelconque de q^O^ 

a/TC 2/7C 

lim a?'tv(a7') = e ^1 lim a? «'(a?) = e-^i G"*. 

Conclusion : Lorsque x décrit le chemin fermé 0^15^20, la 
détermination C~* de -z à l'origine se permute avec la détermina- 

tion Çr^ e ^» . Or il n'y a qu'un point critique, ^q, dans l'angle 
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q\ Oq2 .' car, lorsque .r se meut dans cet angle à partir d'un point 
critique, il n'est pas possible que, w repasse une seconde fois par 
la valeur critique O après avoir tourné autour de Wt ou (V2. Nous 
devons donc conclure que, si nous décrivons à partir de l'origine un 
lacet élémentaire /autour de Xq {^fig' 2), ce lacet permute les deux 

l/TÇ 

déterminations G~* et C~*^ ^» . 

On vérifierait de même qu'un lacet décrit autour du 

point jc, = ^oe^* permute les deux déterminations C~* e ^* et 

C~*e^«, etc. Le mécanisme des permutations opérées autour 
des points xi nous est ainsi entièrement connu. 

Dans le cas le plus général, le point singulier transcendant X 
sera à la fois directehient critique et point-limite d'un ensemble 
de points critiques algébriques; X pourra être alors indirectement 
en même temps que directement critique. Toutefois, il n'y aura 
lieu de le regarder comme indirectement critique qu'au cas où 
une infinité de déterminations se permutent eff'ectivement entre 
elles lorsqu'on tourne autour des points critiques qui convergent 
vers X, sans tourner autour du point X proprement dit. Or, 
il n'en est pas toujours ainsi, comme nous l'allons vérifier en nous 
arrêtant de nouveau sur un exemple. 

Reprenons l'équalion (2), dont l'intégrale générale a été mise 
sous la forme 

( 3 ) >S = WX. \lx =. ( ) y 

et supposons que ^ soit un nombre complexe quelconque ayant 

une partie réelle positive, comprise par exemple entre i et 2, 

D'après l'égalité (3) l'intégrale z de l'équation (2) prend à l'ori- 
gine une double série de valeurs : 
1" Les valeurs 

liTZ Î/TC 

les branches d'intégrales correspondant à ces valeurs sont toutes 
holomorphes à l'origine. 
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2" Un ensemble de valeurs nulles (pour lesquelles çv^ = pp, ) ; les 
déterminations correspondantes se permutent entre elles autour 
de l'origine, qui est, par suite, un point transcendant directement 
critique. 

L'intégrale z admet d'autre part un ensemble de points critiques 
algébriques, qui sont, comme plus haut, les points Xq, :r<, ... 
définis par l'égalité (4). 

Parmi les points critiques, il en est nécessairement qui per- 
mutent les déterminations nulles à l'origine avec les détermina- 
tions non nulles. Nous appellerons Xq l'un d'eux. Si nous sui- 
vons alors le rayon XqO en quittant Xq avec l'une ou l'autre 
des deux déterminations nulles qui se confondent en ce point, 
nous obtiendrons deux caractéristiques (*), dont l'une nulle à 
l'origine, l'autre non nulle et égale à une quantité que nous 
appellerons C~^ 

Considérons maintenant le rayon Ox^ transformé du rayon Oxq 

par le changement de variable x'=xe ^' . Si en deux points 
correspondants de Oxi et Oo^o la fonction w prend des valeurs 
égales, elle aura la même valeur pour tout couple de points corres- 
pondants de ces rayons. Suivons alors le long de Xi O les deux 
caractéristiques qui s'annulent au point critique Xi. De ces deux 
caractéristiques, l'une est nulle à l'origine, l'autre tend vers une 
valeur telle que 



> 
a 


lim a: w{x') = G-*,* 

jf=0 


et, par suite. 


217: 




z{o) Vim x' w(x ) C-*e ^1 , 



On raisonnera de même sur j:2î^3'» ••• et l'on arrivera aux conclu- 
sions suivantes : 

: Quand, à partir de l'origine, on décrit, autour des points a?o, ^< , 
X2f ... des lacets tels que / (fig' 2), le point Xq permute une 
détermination nulle avec la détermination C~* ; le point :ri permute 



(^) Je rappelle que j'entends par caractéristique une branche d^intégrale 
suivie le long d'un chemin reciiligne à partir d'une valeur initiale donnée. 
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les déterminations o, C~*e ^i ; d'une manière générale, le point xj 

permute les déterminations o et C~* ^ '« . 

Pour mieux comprendre le mécanisme des permutations, joi- 
gnons l'origine à un point x par un chemin invariable ne passant 

par aucun point critique, et considérons en x les déterminations 
de z qui correspondent aux déterminations que nous venons 
d'étudier à l'origine. Nous surmonterons d'une barre les déter- 
minations de z( x) qui s'annulent à l'origine, de deux barres celles 
qui ne s'y annulent pas. Ainsi Xo permutera Zq avec Zo, x^ permu- 
tera 5| avec Zi. Je dis que, si la partie réelle ^(r-j est comprise 

entre i et 2, les deux déterminations Zo(x), z^i x) sont différentes. 

En effet, prenons x sur le rajon Oxq, D'après ce que nous savons 
des caractéristiques suivies le long des rayons Ox^, Ox^^ on aura 






). 



Partons alors de x avec la détermination Zq{x), parcourons le 
contour du cercle de centre O et de rayon |^|. Pour que nous 



iiTZ 



arrivions au point xe ^-^ avec la détermination z^, il faut que la 
variable (v( = -) ait décrit, dans son plan, un tour complet de (V^; 

il faut par suite d'après l'égalité (3) et étant donnée la valeur 
de ^(%~) que «37 ait décrit autour de l'origine un arc égal 

à 2 7t-}- arc ;ro.r|. Il en résulte que les déterminations Zo{x) 

et Zi\x) sont différentes et se permutent entre elles lorsque x 
tourne une fois autour de l'origine. En résumé, les déterminations 

de l'intégrale z au point x seront données par le Tableau suivant : 



.., ^—1, Zqj Zi, z%^ ..., 

.., ^—1, xqj X\j a7j, ••.» 



• • • • 



. . ., Z—i, Zoy Z\^ >5î, 

La première ligne contient les déterminations qui s'annulent pour 
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37 = o et se permutent autour de l'origine; la dernière ligne con* 

tient les déterminations qui ne s'annulent pas pour :r = o ; de 

plus, chaque détermination Zj se permute avec la détermination 

correspondante Zj autour du point critique Xj inscrit au-dessus 
d'elle dans la seconde ligne. 

Tandis que les déterminations Zj se permutent directement entre 

elles, on ne peut permuter une détermination Zj avec une déter- 
mination Zff qu'en remontant de Zj à sy, tournant autour de l'ori- 
gine et redescendant de Zh à Zk^ En d'autres termes, pour engendrer 
une infinité de déterminations de z^ on doit tourner une infinité 
de fois autour de l'origine proprement dite; si, à un moment 
donné, on tourne autour de Xj (le long d'un lacet Z), on est acculé 
à une impasse : on ne peut obtenir des déterminations nouvelles 
qu'à condition de revenir sur ses pas en tournant une seconde fois 
autour de Xj, Pour cette raison, nous ne devons pas regarder l'ori- 
gine comme un point transcendant indirectement critique. 

J'ai supposé (pour me placer dans le cas où le mécanisme des 
permutations de l'intégrale z se laisse le plus simplement figurer) 

que la partie réelle de r- était comprise entre i et 2. Si cette partie 

réelle était comprise entre o et i , plusieurs déterminations Zj cor- 
respondraient à une même détermination zy ; si elle était supérieure 
à 2, plusieurs déterminations Zj correspondraient à une même 

détermination zy; mais, dans un cas comme dans l'autre, on ne 
pourrait obtenir une infinité de déterminations nouvelles qu'en 
tournant une infinité de fois autour de l'origine. 

11. — U ordre de succession des permutations. 

Premiers exemples. 

Comment poursuivre l'étude des points critiques transcendants? 
Nous inspirant des remarques faites au Chapitre I (§ IV), nous 
allons porter notre attention sur les deux ensembles dont la nature 
caractérise une fonction multiforme au voisinage d'une singularité 
transcendante X : ensemble des points critiques x^^ ^2, ... con- 
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v#?rgr;anl %frr§ X; ensemïfU' des rlélerm îna lions l'i- i'^. ... engen- 

De itth Hnhftm\}\fA nous ne savons rien jusqu'ici, sinon cpi'ils 
.%ont dénombrahle» ^p. /^i }. A part cela, il esl probable qu'ils sont 
quelconques, Mai<> sans doute il existe certains cas privilégiés où 
il<j »e simplifient. Peul-étre pourrions-nous rechercher ces cas et 
le<l chssf^r diaprés leur plus ou moins grande complexité. 

Si nou« considérons les déterminations ^|, ^j, ..., nous 
remarquons qu'il y a en général entre elles un ordre de succes- 
sion. Supposons, en efTet, que nous partions d'un point x avec la 

détermination yi et que nous décrivions une série de lacets élé- 
mentaires autour de X ou de points convergeant vers X (p, 67). 

Pour passer de la détermination y^ à une détermination quel- 
conque yi^ il ne suffit pas en général de décrire un seul lacet élé- 
mentaire : il faut en décrire plusieurs, permutant d'abord y^ 
avec j'^j, puis yj^ avec yj^^ et ainsi de suite jusqu'à yi. Ainsi, les 

déterminations jy,, y^^^ ... se trouvent rangées dans un ordre 
déterminé. 

C'est ce qui ressort clairement des exemples donnés au para- 
graphe précédent. Reportons-nous à l'intégrale générale 



1 



(J) Z = WX, Cx = ( '] y 

W — Wi\W — Wj / 

dann l'Iiypothèse où \^ est un nombre complexe à partie réelle 
négative. D'après ce que nous avons vu, les déterminations de z 
sont à l'origine 

2 lie 

(!l on les déduit les unes des autres en tournant successivement 
autour des points critiques appelés ^4, ^21 Ainsi, les déter- 
minations de l'intégrale -3 jouissent de cette propriété remarquable 
qu'on peut les ranger suivant une série unilinéaire (en les affec- 
tant respectivement des indices o, i, 2, . . .) dans Tordre même où 
elles se permutent entre elles. 

Analjrsons d'un peu plus près cette propriété en la présentant 
sous une forme différente. 
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Par chacun des points critiques xj^ menons une coupure recti- 
ligne, qui sera par exemple le prolongement du rayon O J?y, limité 
par le point xj et par l'infini. Nous appellerons cette coupure 
coupure xj. Tourner autour d'un point critique équivaut à fran- 
chir la coupure correspondante. Plus précisément, décrivons à 
partir de l'origine un lacet fermé traversant une seule fois la cou- 
pure Xj et ne rencontrant aucune autre coupure (cf. p. 3i) : ce 
lacet permute les déterminations Zj{o) et zj^t (o), et il ne permute 
aucun autre couple de déterminations. Nous appellerons iaceC xj 
tout lacet ainsi défini, et permutation xj la permutation corres- 
pondante. Il résulte de ce qui précède qu'une détermination quel- 
conque zj ne sera permutée avec d'autres que par deux lacets, le 
lacet Xj_i et le lacet xj. Grâce à cette circonstance, nous allons 
pouvoir rendre la fonction z uniforme en la représentant sur une 
surface de Riemann, dont la structure est particulièrement simple. 

Considérons une suite dénombrable de feuillets plans super- 
posés ..., J*"-!, J^O) «^M •••? ces feuillets étant aftectés des 
indices . . ., — i , o, i , ... dans l'ordre même où ils se succèdent. 
Puis relions chaque feuillet avec le précédent par une ligne de 
croisement placée entre Sj_i et Sj suivant la coupure xj_i, entre 
Sj et J^y+i suivant la coupure xj* Nous formons ainsi une surface 
de Riemann S : je dis que z est uniforme sur cette surface. 

Considérons, en effet, sur le feuillet Sj la détermination zj qui 

2/7TC 

est égale à C~*e ^» à l'origine. Nous a^ons vu que cette détermi- 
nation ne pouvait être altérée que par deux permutations, les 
permutations Xj_i et xj. Dès lors, quand x se meut librement 
dans le feuillet J^y sans franchir les deux lignes de croisement 
situées dans ce feuillet, zj reste uniforme. Si l'on franchit la cou- 
pure Xj^ on passe dans le feuillet '^j+i-, et zj devient -sy.,., . Comme 
on a raisonné sur Zj, on raisonnera sur zj^i, et ainsi de suite. 

Ainsi, la singularité présentée à l'origine par l'intégrale (3) est 
caractérisée par ce fait que z est uniforme sur une surface fie 
Riemann S sur laquelle il n'y a pas de fentes {coupures in- 
franchissables) et dont chaque feuillet est relié au précédent 
suivant une ligne de croisement passant par un point critique 
unique, U y a correspondance univoque et réciproque, d'une 
part entre les feuillets de la surface et les déterminations de la 
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fonction, d'autre part entre les lignes de croisement et les points 
critiques. 

Nous avons supposé tout à l'heure que l'exposant r- de l'éga- 
lité (3) avait une partie réelle négative. Lorsque la partie réelle 
de j- est positive (comprise par exemple entre i et 2), 5 admet au 

voisinage de j: = o une double série de déterminations, ainsi qu'il a 
été expliqué à la page 72. Les déterminations de la première série, 
supposées écrites dans l'ordre où elles se déduisent les unes des 
autres autour de l'origine, forment une série unilinéaire. Traçons 
alors une coupure suivant un rajon mené de l'origine à l'infini et 
ne passant par aucun des points critiques Xj de z] puis construi- 
sons une surface de Riemann S| formée de feuillets superposés -/y, 
reliés entre eux suivant la coupure considérée : il résulte du 
Tableau de la page 72 que le feuillet Sj contient un point cri- 
tique unique, ^y, de z^ et que z est sur la surface S^ une fonc- 
tion à deux branches. En d'autres termes, en tout point de la 
surface S|, 2 a au plus deux déterminations, une de la première 
série et une de la seconde. 

Il est assez naturel de se demander s'il existe des types géné- 
raux de fonctions présentant les caractères que nous venons d'ana- 
lyser, ou des caractères analogues plus ou moins complexes. Peut- 
être trouverait-on dans cet ordre d'idées un principe de classifica- 
tion des points critiques transcendants présentés par les fonctions 
multiformes. Mais, avant d'aborder l'étude des cas généraux, il 
conviendra de préciser davantage les indications fournies par la 
considération des cas particuliers les plus simples. 

Faisons d'abord quelques remarques complémentaires sur l'in- 
tégrale (3) dans le cas où la partie réelle de Ai est négative. Au 
lieu de définir z comme fonction uniforme d'un point variable sur 
une surface de Riemann S, nous pourrions nous proposer [d'ex- 
primer les deux variables x et -s en fonction uniforme d'un même 
paramètre t, La question revient à établir une correspondance 
univoque et réciproque entre les points de la surface de Riemann S 
et les points du plan d'une variable t. Le plan t se trouvera alors 
divisé en une série de régions distinctes R|, R2, ... correspondant 



CLASSIFICATION DES POINTS SINGULIERS TRANSCENDANTS. 77 

aux feuillets S ^^ S^t • • • de la surface S, en sorte qu'à une valeur 
quelconque de t il correspondra une valeur unique de z. 

Je dis que nous réaliserons une telle correspondance en posant 

S-t-X. .^ 2-J-Xi .^ 

— r — ■ It — r — = it 

(5) C'a? = Aie ^1 cosf — i{'i-{-hi) e ^1 sin^ (G'=const.), 

d'où résulte 

^,dx a ( t>. -+- X , ) — ?— ^ it . 
G -7- = e ^1 sinf. 

En effet, d'après cette dernière égalité, --r: s'annule lorsque t = kiz 

(A" entier). Les valeurs correspondantes de Çlx sont, lorsque k est 
pair (A* = a/c'), 

Kk'i'K ^ ,, . l.ki'ïZ 

—i \-1kiT. —r — 

01 X = Xi« ^i = Xic '« ; 

lorsque A* est impair (/c = 2A"'-f- 1), 

/ 2 N IHr 

G'a7 = — Aie ^>^i -^izzAi^'i 



2*/7t 



• Choisissons C de manière que À = Xq, Xq étant le point critique 
de z défini page 68 : la fonction t de x admettra comme points 

critiques (à distance finie) les points ûrf(=Xoe ^^ , c'est-à-dire les 
points critiques mêmes de l'intégrale z. 

Considérons alors le long de la coupure x^ les deux détermina- 
tions de t qui se permutent autour de Xfc Lorsque x décrit la cou- 
pure Xfc chacune de ces déterminations décrit (dans le plan t) 
une ligne continue allant du point t = ktz à l'infini; l'ensemble 
des deux lignes ainsi définies forme une courbe d'un seul tenant, L^, 
qui partage le plan des t en deux régions. D'ailleurs, les courbes Ly, 
La, correspondant à deux coupures différentes xy, Xkt ne sauraient 
se couper, puisque x est fonction uniforme de t et que les cou- 
pures Xj^ Xfç ne se rencontrent pas; d'ailleurs, Ly_4 et Ly.^.^ sont 
de part et d'autre de Ly. Dès lors, les différentes courbes La par- 
tagent le plan des t en un ensemble de régions Ra qui corres- 
pondent point par point aux feuillets de S. On en conclut que 
l'intégrale ^ est une fonction uniforme de t. 

C'est là un nouveau trait distinctif de la singularité présentée à 
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Forigine par l'intégrale (3) : on peut exprimer x et z en fonc- 
tion d'un paramètre t, x(t) étant la fonction définie par 
V égalité (5) et z(t) étant uni j orme. 

Les diverses représentations de z que nous venons d'étudier 
sont valables pour toute valeur de x et non pas seulement au voi- 
sinage de l'origine. Ces représentations caractérisent donc la sin- 
gularité <r ^ 00 de z en même temps que la singularité x^=.o. 
Voyons comment se présenterait la singularité :r = oo, si on la 
ramenait à l'origine par le changement de variable x == Ç~*. 

Tandis que les points critiques X\^ x.y^ ... de 5 convergent 
vers ^ = 0, nous avons vu que les points critiques appelés ^_i, 
^-21 • • • s'éloignent vers l'infini. Posons alors x_k = Çj*. La fonc- 
tion z(^) admet une infinité de points critiques S^, Ço? ••• qui 
convergent vers Ç = o, et, autour de ces points, dans l'ordre où ils 
sont écrits, se permutent les déterminations ^_|, . . ., -5_>t, ... de 5. 
Tout se passe jusqu'ici comme pour la singularité x =o étudiée 
plus haut. Mais (c'est. là ce qui est nouveau) l'origine est pour z(^y 
point transcendant directement critique en même temps que point 
transcendant indirectement critique. Reportons-nous, en effet, a 

la page 69, figure 2. Partons du point Çi avec la détermination iv 
de — > qui est supposée tendre vers iVi lorsque q^ s'éloigne indéfi- 
niment sur le rayon O^^^, et parcourons dans un sens convenable 
le contour du cercle de centre O et de rayon O^^i : nous nous 
trouvons tourner successivement autour des points critiques j?_«, 
^_2î etc. Donc, après chaque tour, nous revenons en y, avec une 
nouvelle détermination de z'. On en conclut que z a une infinité de 
déterminations qui s'échangent entre elles (*) autour du point Ç = o, 
déterminations qui appartiennent d'ailleurs à l'ensemble des déter- 
minations z_fc déjà obtenues en tournant autour des seuls points 
critiques algébriques $)t, sans tourner autour de Ç = o. D'où 
cette conclusion : la singularité Ç == o de z{\) se distingue de la 
singularité :r = Ç~* = o par ce caractère qu'«7 existe au voisinage 



(^) Le même raisonnement prouverait que ^ = permute une infinité de 

déterminations de Zy égales à lim w^ \ pour ^ = 0. 

Ç = o 



\ 
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de ^ = o plusieurs combinaisons différentes de permutations 
élémentaires (permutations opérées par des lacets élémentaires) 
qui échangent entre elles les mêmes déterminations . 

La même particularité se rencontrera chez de nombreuses fonc- 
tions. Considérons, par exemple, la fonction y de a: définie par 
F égalité 

Cette fonction admet comme points critiques algébriques situés à 
distance finie les points x pour lesquels cos v -f- jjl s'annule, savoir 
les points 



• • • » 



072 = ^0 ~H 2 TC, 0:3 = 0?! -H 211, .... 

Or, ces points xj convergent vers l'infini qui est, dès lors, pour j' 
point transcendant indirectement critique. De plus, les détermi- 
nations yt, y-ij • • • de ^ se rangent suivant une série unilinéaire, 
et on les déduit les unes des autres en tournant autour des points 
critiques Xt^ X2y ... dans l'ordre où ils sont écrits. Dès lors, en 
raisonnant exactement comme on l'a fait pour l'intégrale (3), on 
obtiendra une surface de Riemann (présentant les particularités 
énumérées page 76) sur laquelle y sera uniforme. Si ensuite on 
fait le changement de variable x =■ $~* , on constatera que, pour 
la fonction y(Ç), l'origine est un point transcendant directement 
critique permutant une infinité de déterminations, lesquelles 
appartiennent d'ailleurs à l'ensemble des yj déjà défini par les 
permutations xj. 



III. — L'équation [l^- -\- p' (y)] -r^ = ^ - 

Nous allons encore examiner quelques exemples sitnples de 
singularités transcendantes, cherchant toujours à mettre en lu- 
mière les caractères qui peuvent servir de fondement à une clas- 
sification de ces singularités. Voyons d'abord ce qu'il adviendrait 
du dernier exemple étudié si l'on y remplaçait la fonction trigo- 
nométrique siny par une fonction elliptique. 
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Considérons, en premier lieu, la fonction 



u = arg.p(ir) = / — 

J. 9. \/{x — a) {x ^ à) {x ^ 



inverse de la fonction p de Weierstrass. Supposons que, partant 

de l'origine avec une détermination Uq^ nous décrivions des lacets 
élémentaires autour des trois points critiques a, b, c : il est clair 
que la détermination Uo{o) sera permutée par ces lacets avec trois 

déterminations différentes wj,*', u^q\ u^^K Dès lors, les détermina- 
tions de «/, supposées écrites dans l'ordre où on les déduit les unes 
des autres, ne paraissent plus se ranger suivant une série uni- 
linéaire. En effet, si dans le cas de l'intégrale (3) nous obtenions 
une telle série, c'est parce qu'alors une détermination quelconque 
ne pouvait être permutée directement (j'entends par un seul lacet 
élémentaire) qu'avec deux autres déterminations, savoir celle qui 
la précédait et celle qui la suivait dans la série. Cette condition 
n'étant plus réalisée, il n'est plus possible de construire une sur- 
face de Riemann jouissant des propriétés énoncées page 70. Soit, 
par exemple. S' une surface de Riemann dont les feuillets J'y soient 
reliés deux à deux suivant une ligne de croisement placée entre 
-^j-i et Sj suivant la coupure «, entre Sj et Sj^i suivant la 
coupure 6, entre J^y^.! et J^y+2 suivant la coupure c, et ainsi 
de suite. La fonction u n'est pas uniforme sur cette surface S'. 
Pour la rendre uniforme, il faudrait tracer sur S' une série de 
coupures que la variable serait assujettie à ne pas franchir : 
savoir, la coupure c dans le feuillet J'y, la coupure a dans le 
feuillet J^y+i, etc. 

Les mêmes circonstances se présenteront pour la fonction y 
définie par l'égalité 

fi^-i- p(7) = ^ -+- C (fjL, C = const.), 
c'est-à-dire pour l'intégrale générale de l'équation différentielle 

Cette fonction admet comme points critiques algébriques les 
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points X correspondant aux zéros de ^-\- p\y^* Or ces zéros sont 
des valeurs de y qui convergent vers j^ = oo. D'autre part, on sait 
que, dans chaque parallélogramme des périodes, la fonction ellip- 
tique [J'--f-p'(jO si^ï^ct trois zéros simples et qu'à ces zéros 
correspondent des valeurs p^, p^? Pa de p qui sont les mêmes 
quel que soit le parallélogramme considéré (*). On en conclut que 

les points critiques correspondant aux zéros de -t- convergent vers 

le point X = 00, qui est dès lors, pour y^ point transcendant indi- 
rectement critique. 

Cela dit, prenons d'abord jjl très petit, et suivons, à partir d'une 

valeur initiale ^o? les diverses caractéristiques de y (p. 71, note) 
issues de l'origine. En vertu des théorèmes relatifs à la continuité 
des intégrales (Chap. I, § V), nous ne pouvons rencontrer sur 
ces caractéristiques que trois points critiques : le premier a^ 
voisin de a, le deuxième 60 voisin de 6, le troisième Cq voisin 
de c. Les valeurs prises par j' en ces points critiques sont trois 
zéros de [jl 4- p'(^) situés dans un même parallélogramme des 
périodes. D'ailleurs, si nous décrivons des lacets élémentaires 
autour des points «o? ^o? Co> nous revenons à Torigine avec trois 

déterminations différentes y J,'\ y^^\ yV'i respectivement voisines 

de <<>,<',<'. 

Faisons maintenant varier [jl (à partir de [x=: o) en évitant, de 
passer par les quatre valeurs définies dans la note i et modi- 
fions y q] les points «o, èo? ^0 varieront d'une manière continue 
avec UL et To' ^^ même les valeurs correspondantes de y^ ces 
valeurs étant toujours trois zéros de Y'~^P'{y) situés dans un 
même parallélogramme des périodes. Je dis que ao, to? ^0 sont 
des fonctions uniformes dej^oj pour toule \d\env fixe de [x. En 
effet, si «oIjKo)? par exemple, n'était pas uniforme, il devrait 
exister certaines valeurs de y^ pour lesquelles plusieurs détermi- 
nations de «0 viendraient coïncider, pour lesquelles, en d'autres 

(' ) Au cas où les deux fonctions H-H-p'C^) et p" {y) auraient des zéros com- 
muns, la fonction y admettrait des points critiques multiples. Mais aux zéros 
de p" correspondent quatre valeurs fixes de p' qui sont les mêmes pour tous les 
parallélogrammes des périodes. Si donc ( — (i.) ne coïncide avec aucune de ces 
quatre valeurs, on est sûr de n^avoir que des points critiques simples. 

B. • 6 
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termes, y aurait plusieurs points critiques confondus en a©. Or 
cette circonstance ne se présente pas, puisque les zéros de 
[jiH- p' (jk) situés dans un parallélogramme des périodes sont des 
zéros simples (voir la note, p. 8i). 

Nous concluons de là que, pour toute valeur donnée (fixe) 
de fj., les divers points critiques d'une intégrale de l'équation (6) 
peuvent être répartis entre trois séries : i° points ay que l'on 
déduit de a en faisant varier [ji avec continuité; 2** points bj dé- 
duits de b\ 3" points Cj déduits de c. Ces trois séries n'inter- 
fèrent jamais; si l'on se donne un point critique quelconque 
d'une intégrale y^ on peut toujours dire sans ambiguïté à quelle 
série il appartient. D'ailleurs, à l'ensemble des caractéristiques 
issues de l'origine avec une valeur initiale donnée correspondent 
toujours trois points critiques, un de chaque série. Si nous cher- 
chons alors à représenter y sur une surface de Riemann, nous 
nous heurtons aux difficultés rencontrées pour la fonction 

arg.J3(^). 

Ces circonstances différencient nettement les intégrales y des 

fonctions que nous avions précédemment considérées. Nous con- 
statons que nous avons affaire à un mécanisme de permutations 
plus compliqué que tout à l'heure. 11 se trouve cependant qu'une 
circonstance, spéciale aux intégrales y^ permet de rapprocher ces 
intégrales des exemples étudiés aux pages 78-79. 

Nous savons que la fonction w = arg.p(:z?) est à l'infini fonction 

méromorphe de \Jx, Il en est de même des intégrales y. En effet, 
lorsque [jl est arbitrairement voisin de o et que x tend vers l'infini 
en ligne droite, y tend nécessairement vers un pôle de la fonction 
elliptique p(jk)î c'est-à-dire vers une valeur y| indépendante de [jl. 
Par continuité, on vérifiera de proche en proche qu'il en est ainsi 
quel que soit ui. D'ailleurs on a, pour y voisin de yj, 

•d'où il résulte que y — 1\ est développable par rapport aux puis- 
sances entières de sjx. 

Ainsi, lorsque x tourne deux fois autour du point ^ = 00, j^ ne 
•change pas. Mais on voit sans peine que tourner deux fois autour 
de j; = 00 revient à décrire six lacets fermés autour de points 
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critiques appartenant alternativement à la première, à la deuxième 
el à la troisième série. Dès lors, ici comme dans l'exemple de la 
page 78, deux mêmes déterminations peuvent être échangées 
par plusieurs combinaisons différentes de permutations. Par 
exemple, on obtient le même résultat en opérant successivement 
deux permutations des séries a, c ou quatre permutations des 
séries è, c, a, 6. Nous exprimerons ce fait par l'égalité symbo- 
lique ( * ) 

(a, c) = (6, c, a, b). 

Soit alors yj une détermination quelconque à Porigine. Nous 

désignerons par le symbole (o)) la quantité dont s'accroît y-j 

lorsque l'on opère, à partir de jKy? les permutations («, è), et pau* 

le symbole — (o)) la quantité dont s'accroît ^y lorsque l'on opère 
les permutations (é, a). De même, (w') exprimera le résultat des 
permutations (6, c) et — (w') le résultat des permutations (c, 6). 
Il est clair que l'on a les relations 

(7) ((w), - i^)) = o, ((o>'), - (0)')) = o. 

Je dis de plus que 

(8) (((o), (u)')) = ((a)'), (o))). 

En effet, cette relation équivaut à 

(a, 6, 6, c) = (6, c, a, 6) ou {a^c) ^^ {b, c^a,b)^ 

égalité que nous avons reconnue être vraie. 

Cela dit, supposons qu'à partir d'une valeur initiale y^ nous 
-opérions un nombre pair (quelconque) de permutations. Nous 

ajouterons ainsi k y^ un certain nombre de quantités (w), — (w), 
((!)') ou — (w'). En vertu des relations (7) et (8), l'accroissement 
•de y pourra toujours être mis sous la forme 

=t-.[((o), (tu), ..., (a))]±:[(a>'), ..., (w')], 

^e que nous écrirons 

(^) On a, d'une manière générale, l'égalité symbolique 

(a, ô, c, a, 6, c) = o. 
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m et n étant des entiers positifs ou négatifs. Nous appellerons (w) 
et (w') les périodes de l'intégrale y. D'après la relation (8), les 
deux périodes sont commutables. Elles se distinguent des périodes 
d'une fonction elliptique en ce qu'elles n'ont pas une valeur fixe, 

mais varient avec la valeur initiale yj à laquelle on les ajoute. En 
revanche, d'après ce que nous avons dit plus haut, ces périodes ne 
se confondent jamais entre elles. Étant donnée une valeur initiale 
quelconque, on pourra toujours dire, sans ambiguïté, quelles sont 
les périodes (w), (o)'), — (w), — (w') qui lui correspondent. 

Ces remarques faites, il sera facile d'obtenir à l'origine l'en- 
semble total des déterminations de l'intégrale y. Appelons yo une 

détermination initiale et yo la détermination qui s'en déduit par 
une permutation unique opérée, par exemple, autour d'un point 
critique de la série a. Toutes les déterminations à Torigine seront 
données par les deux formules symboliques 

r/n,«=ro-^'^*(w)-i-n^(w'), 

m et n étant des entiers quelconques, positifs ou négatifs. 

Les déterminations ym,/i et ym,n sont ici figurées suivant deux 
Tableaux à double entrée. Mais elles se disposeront tout naturelle- 
ment en série unilinéaire si l'on pose, par exemple, 



r(0)=ro, ym=yo, r(î)=ro-+-(w), r(3)=jKo-H(a)'), 



• » 



yii) se déduit alors de j^(0) par une permutation a, y^^) se déduit 

de y^^^ par une permutation 6, y^^^ de y^^) par une permuta- 
tion c, etc. Si nous affectons les points critiques des indices i , 
2, ... dans l'ordre où nous les rencontrons, nous obtenons une 
série de points a:^, X2, ... qui correspondent aux j^y exactement 
comme il arrivait dans le cas de l'intégrale (3) (p. ^4). Seulement, 

les deux déterminations jKy?J^y+i qu'échange la permutation xj 
auraient pu également être échangées par d'autres permutations.. 
On voit par là combien l'existence d'une relation, telle que 
(a, 6, c, a, 6, c) = o, simplifie le mécanisme des permutations 
d'une intégrale y au voisinage de la singularité transcendante 
j; = oo. Qu'arriverait-il, en effet, si les périodes (w), (w') n'étaient 
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pas commutables? Pour échanger, par exemple, y(o)-i- '^^(w') avec 
y(o) 4- /^^i^) psir ^^^ série de permutations élémentaires, on serait 
obligé de repasser par jKfo)« Alors, comme nous le disions plus 
haut, il ne serait plus possible de ranger Tensemble total des 
déterminations en une série unilinéaire où deux déterminations 
consécutives seraient permutées par un lacet élémentaire; ou 
bien, si l'on formait une telle série, une même détermination 
devrait y figurer une infinité de fois. En ce cas, la succession des 
permutations serait comparable à un arbre dont les branches se 
ramifieraient à l'infini ; si un insecte voulait parcourir tout le bois 
de cet arbre, il devrait continuellement rétrograder vers les 
nœuds pour repartir sur les branches où il ne serait pas engagé 
au premier passage. 



IV. — L'équation zz' =. z -\- \ , 
Considérons Téquation 

Cette équation, qu'on intègre immédiatement, a pour intégrale 
générale 

{lo) z — log(5 -h i) = a? — Xq (27o= const. arbitraire). 

Nous allons nous demander par quel mécanisme les diverses 
branches de cette intégrale se déduisent les unes des autres. 

Soient X un point très éloigné sur l'axe réel négatif et x^ un 

point très éloigné sur l'axe réel positif. Lorsque x tend vers — oo, 

|-2(j:)| augmente indéfiniment comme \x\. Au contraire, lorsque 

j?i tend vers H-oo, z(^x^) peut, soit croître indéfiniment, soit 
tendre vers — i . 

L'intégrale (lo) admet comme points critiques les points où 
z s'annule, c'est-à-dire les points 

..., â7_i = a?o — 2*'T[, a^Oî iTi =: a7o -t- 2 *ir, .... 

Ces points sont tous situés sur une même droite D perpendiculaire 
à l'axe réel. 



II. 
- •«ULuni-iis- «Il r^ r ♦ ^ }.*r m. •■!if**iiin ^ u^^ 

^^ • . ItU^ T-W»IIt-. ^3IT»* t*^ l«ilIlIS- 







TiiTTw jti.iw arr*'. «Hi- D'fif -«a. r- -«^ ^ p-^- jm» jii^ai»« -.ateir z^. 
a»nir^t* -r?T ir-^ .srr^nift* ^^a. 'iit^ir tD^ l'i** -^ r- -f-< rîiitT>*aiiniifTiii 

« -n r un* -iÈiî-"ir z difc-^r-an* tt* ^,. ±i -^iT-.. 7» nr rit- r. tu: 
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Si, au lieu de considérer le chemin /j, on avait considéré le 
chemin /_| transformé de Iq par le changement de variable 
x^=x — 2f7t, on aurait constaté de la même manière que x_\ 

permute Zq avec une détermination ;?„.,. En poursuivant notre 
raisonnement, nous arrivons donc au résultat suivant : l'inté- 
grale (10) admet en x une série unilinéaire de déterminations 

..., 5_4, i5o, >Si, ... que l'on déduit les unes des autres en tournant 
autour des points critiques ..., a:_i, Xq^ x^^ ... dans l'ordre 
même où ils sont écrits; nous retombons ainsi sur le mécanisme 
décrit à la page 'j4- D'ailleurs, une fois ce résultat établi pour x 
très éloigné, on peut évidemment l'appliquer (*) à toute position 

de X située. à gauche de la droite D. 

Il n'en sera plus de même si nous considérons les détermina- 
tions voisines de z en un point situé à droite de la droite D. En 

effet, nous avons dit qu'en x^ z di des déterminations voisines 
de — I et des déterminations très grandes en valeur absolue 

(comparables k x^), Jl existe donc au moins un point critique qui 
permute Çq (voisin de — i) avec une détermination tjo de grand 
module. Soit jjq un tel point critique; J^o et y|o s'échangent alors 
le long du lacet lu^i^x^xx' x\x^). Nous savons, d'autre part, que 
la caractéristique issue de x^ avec la valeur Ço est encore égale 

à Ço au point x\ ; on en conclut, comme tout à l'heure, que le / ^ 

lacet L^ transformé de Lq par le changement de variable 

;r' = ^ + 2 i u permute encore X^q et v)©; d'ailleurs, la caractéris- ^' 

tique égale à r^^ enx\ prend enxx une valeur de grand module y|< 

différente de 7^0 ; il en résulte que le chemin fermé [x^ x\ , L» ,a'^ xi) \ ^ 
permute Xo avec 7^1. En d'autres termes, Çq etyj^ s'échangent autour 
du point Xi . Le même raisonnement prouvera, d'une manière 
générale, que le point Xj permute J^o avec une détermination de 
grand module ïjy différente de tjoî ''Im D'où cette conclusion : 

I** L'ensemble des caractéristiques issues de X\ avec la va^ 
leur J^o présente une infinité de points critiques ..., ^_«, ^o? 
X,, ... qui permutent respectivement ^q avec ..., Tj_,, tjo? "Oi; ••• i 

(') On verra sans peine que l'on peut appliquer toutes ces conclusions à 
l'équation plus générale zz' = az -{- à. 



.n ■ 
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3® U ensemble des caractéristiques issues de Xt avec la va- 
leur rio présente un seul point critique a:©» lequel permute ijo 
avec Ço- 

Aussi, à l'inverse de ce qui se passait dans tous les exemples 
considérés plus haut, il n\y a pas de succession de détermina- 
tions au point J7,. Une intégrale quelconque de l'équation (lo) 
n'admet en x^ qu'une seule détermination JT© tendant vers — i 

lorsque x^ tend vers -4- oo, et cette détermination s'échange avec 
les déterminations 7\ par un ensemble de permutations qui sont 
simultanées, non successives. 

L'exemple de l'équation (lo) nous apprend que la succession 
des déterminations d'une fonction multiforme peut varier avec les 
régions où nous nous plaçons. Lorsque nous chercherons à carac- 
tériser cette succession, nous devrons donc toujours spécifier où 
nous l'étudions. 



V. — Premier type de jtoints transcendants 

de première espèce. 

Nous venons de passer en revue un certain nombre de singula- 
rités transcendantes présentant des particularités diverses. Ces 
particularités sont-elles spéciales aux exemples que nous avons 
étudiés ou caractérisent-elles, au contraire, certaines catégories 
générales de points singuliers? Pour nous en rendre compte, 
nous allons rechercher sous quelles conditions une singularité 
transcendante appartiendra à tel ou tel des types que nous avons 
mis en lumière. Nous commencerons par le type le plus simple, 
celui qui a été décrit aux pages 74-77* 

Considérons un point transcendant (isolé) non directement 
critique, mais point-limite de points critiques algébriques. Nous 
supposerons ce point à Vorigine et nous appellerons {y) l'en- 
semble des branches qui se permutent entre elles au voisinage 
de o, c'est-à-dire dans un certain cercle F de centre o. Nous 
admettrons de plus que chacun des points critiques algébriques 
contenus dans F permute deux déterminations seulement. (S'il 
n'en était pas ainsi, nous considérerions que plusieurs points cri- 
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tiques sont confondus et nous affecterions d'indices différents les 
diverses permutations opérées autour de ces points.) 

Par chaque point critique menons une coupure joignant le 
point au contour de F. La coupure sera rectiligne ou curviligne, 
mais nous supposerons qu'elle ne s'enroule pas une infinité de fois 
autour de l'origine (c/. p. 66, note i) et qu'aucun de ses points 
n'est point critique ou point-limite de points critiques. Si la sin- 
gularité transcendante étudiée est isolée, on pourra construire 
une infinité de systèmes de coupures satisfaisant à cette condition 
et, de plus, ne se coupant pas entre elles. 

Tourner autour d'un point critique équivaut à franchir la cou- 
pure correspondante (c/. p. 3i). A un point critique Xj corres- 
pondent donc (une fois que l'on a adopté un système déterminé 
de coupures) deux déterminations, et deux seulement : ce sont 
celles qui se permutent entre elles le long d'un lacet qui con- 
tourne Xj sans franchir aucune des coupures relatives aux autres 

points critiques. Nous appellerons jKycn ^'^ yj{i>> l^s valeurs de ces 
déterminations à Torigine en un point fixe x lié à l'origine par un 
chemin invariable (c/. p. 72). 

Ces préliminaires admis, supposons que l'on puisse disposer 
DU système des coupures de manière qu'a une détermination 

QUELCONQUE DE L*ENSEMBLE (j^) AU POINT X IL CORRESPONDE, SUI- 
VANT les conventions ADOPTÉKS, DEUX POINTS CRITIQUES DISTINCTS 
(et deux seulement) pouvant PERMUTER CETTE DÉTERMINATION 

AVEC d'autres. Nous supposons, en d'autres termes, qu'une déter- 
mination quelconque devient uniforriie dans F dès que x est 
assujetti à ne pas franchir deux coupures (et deux seulement). 

Partons alors d'une détermination jv'^**^ àç^ y[x) et appelons 
^_i, Xq les points critiques qui la permutent. Nous pouvons poser 

Posons ensuitejK^'^ = yo(2) • à la détermination j^*^ correspondra, 
outre ^05 iJn point critique que nous appellerons x^ ; nous poserons 

alors j^(*^ = j^ifi^, j^,(2)=J^^"^; et ainsi de suite. 

Les déterminations . . ., y^~^\y^'^\ y^^\ . . . forment une série 
unilinéaire et on les déduit les unes des autres en tournant autour 
des points critiques . . ., x_x^ Xo, ^«, ... dans l'ordre des indices 
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croissants ou décroissants. D'ailleurs (puisqu'il existe par hypo- 
thèse une infinité de points critiques convergeant vers l'origine 
et permutant entre elles une infinité de déterminations) l'une 
au moins des deux suites (^i, x^^ . . .), (^_o ^-2? ...) converge 
vers l'origine. Nous supposerons que ce soit le cas pour la 
première suite : alors les considérations qui précèdent s'appliquent 
à des valeurs positives arbitrairement grandes de l'indice y. 

Le mécanisme des permutations Xj est donc exactement celui 
que nous avons décrit page 74» En particulier l'ensemble (y) est 
uniforme (au voisinage de l'origine) sur une surface de Riemann 
S construite comme il a été dit page 7 5. Cette surface ne contient 
pas de fente, et les feuillets S j et -/y+i sont reliés par une ligne 
de croisement unique placée suivant la coupure Xj, 

Les coupures j?y sont, avons-nous dit, rectilignes ou curvilignes. 
Nous allons nous borner au cas le plus simple, et supposer qu'elles 
sont rectilignes; plus précisément même (afin de nous rapprocher le 
plus possible de l'exemple du paragraphe IJ), nous allons admettre 
que la coupure Xj est placée suwant le prolongement du 
rayon oxj compris entre le point Xj et le contour F. 

Lorsque la singularité à l'origine présente ces caractères, 
on peut obtenir par un procédé très simple toutes les déterminations 
qui se permutent en son voisinage. Soit c un cercle concentrique 
à r ayant pour rayon p. Puisque les points Xj convergent vers l'ori- 
gine, nous sommes assurés qu'à partir d'une certaine valeur dey, 

Fig. 4. 




on a |^y|<;p. Partons alors de l'origine avec la détermination 

qui correspond k y^J\ rendons-nous le long d'un rayon en un 
point du contour de c, puis parcourons ce contour. On voit que 
si nous décrivons le contour de c dans un sens convenable {fig- 4) 
nous nous trouverons tourner successivement autour des points 



CLASSIFICATION DES POINTS SINGULIERS TRANSCENDANTS. 91 > 

^y, ^/4-2 5 •••» points qui permutent la suite des déterIninations^ 

D'ailleurs, quelque petit que soit p', on a, à partir d'une certaine 
valeur de A", | xj^ft] <C p'. Jl en résulte que, pour tourner autour des 
points Xjj Xj^^^ ... on peut, au lieu de décrire le contour de c, 
suivre une spirale qui s^ enroule autour de V origine et enlace 
les points Xj^ ^y+i? • • • dans ses spires successives. Cette spirale 
pourra converger d^ autant plus rapidement vers l^ origine que 
les points xj, «^y+i? • • • tendront eux-mêmes plus vite vers o. 

Quel sera, d'une manière précise, l'effet d'un tour effectué le 

long de c? Plaçons le point x (relié à l'origine par un chemin 

invariable) sur le contour de c; puis, partant de x avecy^-/^, décri- 
vons une/ois le contour de c dans un sens tel que nous franchissions, 
la coupure xj avant de franchir la coupure Xj_i (^fig* 4)« La 

nouvelle détermination obtenue en x sera j/0+0 dans le cas où, 

« 

après avoir franchi la coupure Xj^ nous revenons en x sans avoir 

rencontré la coupure Xjj^\ . Dans le cas contraire, la nouvelle déter-? 

mination sera j/^./"^*^ (A* >> o). Mais C entier k sera, quel que soitj, 
inférieur à un nombre fixe m, à moins que la différence des 
afi'gumen^s de xj^ xj^k fi^ tende vers o lorsque ( * ) / et k aug- 
mentent indéfiniment. Nous écarterons ce dernier cas. [S'il se 
présentait (=*), la spirale définie plusha^ut pourrait se réduire à une 
courbe qui convergerait vers l'origine sans s'enrouler une infinité 
de fois autour d'elle.] 

Dans ces conditions, nous allons obtenii* un utile renseigneBo^ai 
relatif à la' ou aux branehes-limites de l'ensemble des détermina^ 
tiens (y) (voir Chap. [, § 4). Supposons (pour pouvoir appliqueir 
le théorème de la page 26) que le cercle F ne contienne pas 
de pointsrlimites d'intersections des branches {y}] puis consi- 
dérons wût ensemble partiel de déterminations (jr} qui convergent 

vers une branche-limite Y^ défiiiie par la valeur Y\*^ qu'elle prend 



j , i ' 



( • ) Nous supposons donc que l'angle dont doit tourner Ve rayon^ vecteur 0a7j 
lorsque (se mouvant toujours dans le même sens) il va passer successivement par 
hft' points critiques d?,,..., j? , augmente indéfitiiinent avec/. • 

('?') C'est ce qui arriverait pour l'exemple du paragpaphe IV si l'on faisait lef 
changement de variable a;= Ç~'. ' 
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en un point donné x. Je dis que cette branche-limite Y| est par- 
tout méromorphe dans le cercle F, sauf peut-être à V origine. 

En effet, joignons (par une droite) le point j; à un point quel- 
conque x' de r. Nous sommes assurés qu'à partir d'une certaine 

valeur de l'indice k les caractéristiques issues de x avec les déter- 
minations jk^*^> y^^^\ ••• sont toutes méromorphes au voisinage 
de oc' , Il en résulte que Y^ n'a dans F d'autre singularité que 
peut-être l'origine (qui est alors point directement critique de Y|). 
Il est souvent possible d'aller plus loin et de montrer que la 
fonction-limite \\ est uniforme dans le cercle F. Il en est ainsi 
en particulier lorsque l'origine est une singularité transcendante 
de l'espèce qui nous occupe pour l'intégrale générale de l'équation 
différentielle 

où f est uniforme au voisinage de ;r = o, j^ = Y. Nous nous con- 
tenterons d'énoncer ce résultat sans démonstration. 

Les points transcendants que nous étudions présentent cette 
particularité que l'ordre de succession des permutations Xj est un 
ordre déterminé. En d'autres termes, il y a correspondance uni- 
voque et réciproque entre un point critique et son conséquent Xj^x . 
Si donc on considère Xj^^ comme étant une certaine fonction 
discontinue de Xj (définie pour les valeurs x^^ x^, ... de Xj)^ 
cette fonction est uniforme ainsi que son inverse. D'ailleurs 
on peut transformer cette fonction discontinue en fonction continue 
au moyen d'une formule d'interpolation. Plaçons-nous dans le cas 
particulier où l^on peut choisir la fonction continue de manière 
qu^elle soit holomorphe (*) dans un cercle F ayant pour centre 
le point transcendant que nous prendrons comme origine. Cette 
fonction (si l'on remplace Xj par x) sera de la forme 

(il) ©(a?)= CiiT-i- Cja?*-}-. .,, 



(*) Od reconnattrait aisément qu'il en est ainsi lorsque Teasemble des branches 
{y ) est défini par une équation différentielle y' '==■ f ^x^ y)^ où / est méromorphe 
pour X voisin de o et y égal aux branches (^). 
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et Ton aura 

Par hypothèse, les points Xj convergent vers o. Nous supposerons 
ici plus précisément que, quel que soit x dans un cercle F de 
centre o, la fonction ?[?>.• •[ç(^)]- • •] tende uniformément 
vers o lorsque le nombre des cp superposés croit indéfiniment ( * ). 
Nous appellerons la fonction ç période ^des points critiques; la 
singularité transcendante que nous étudions est sAor s caractérisée 
par ce fait quUl lui correspond une [période des points 
critiques unique. 

L'existence d'une période des points critiques permettra d'ob- 
tenir simplement une représentation de la fonction y (x)^ analogue 
à celle qui a été donnée page 77. 

Plaçons-nous (je me bornerai à l'étude de ce cas) dans l'hypo- 

thèse où le rapport — ^ admet une limite non nulle et différente 

de I . Cette hypothèse revient à admettre que le coefficient c^ du 
développement (i i) n'est égal ni à o ni à 1. Nous allons chercher 
à faire un changement de variable 

(19.) u =^ ^{x) = kix -h k2X^'^. . . 

jouissant de cette propriété que les égalités 

entraînent, pour une valeur quelconque de l'indice «, 

Ui-i-i = Cl Ui, 

Nous aurons 

C| Ui = kl Cl Xi'\' k^Cixf -h,^. 

et [en remplaçant Xi^t par f (^/)] 

Ui^i = X:i ( C] a?/ -H c? -h . . . ) -H ÂTj ( Cl a?,- -h . • . )* -H. . • . 

(*) On pourrait présenter la même hypothèse sous la forme suivante (que l'on 
démontrerait être équivalente) ; posons ^ {\x\) = \CiX\ -\- \c^x^\ -\-,. .', on 
suppose que la fonction 4>[<t>. .. [<t>(| x I)]. . .] tend uniformément vers o lorsque 

le nombre des <t> superposés croit indéfiniment et que \x\ est inférieur à un 
certain nombre positif /*. On voit que, si cette hypothèse est satisfaite pour un 
certain système de valeurs des | c |, elle est sûrement satisfaite pour toutes les 
valeurs moindres des \c\. — Nous ne nous demanderons pas ici s'il existe des points 
transcendants de l'espèce étudiée ne satisfaisant pas aux diverses conditions posées 
ci-dessus; la question, toutefois, vaudrait la peine d'être étudiée. 
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Si nous identifions, dans ces deux égalités, les coefficients des 
puissances semblables des ^/, nous aurons, pour déterminer les A*/, 
les égalités suivantes : 

(i3) { ksid — c]) = kiÇ3-h ikiCiCi, 



Puisque Ci n'est pas égal à 1, les relations linéaires (i3) permet- 
tront de déterminer successivement A'2, A"3, ... en fonction de kt 
qui reste arbitraire (non nul). Ainsi, il sera toujours possible de 
calculer les coefficients de la série (12). Reste à montrer que cette 
série est absolument convergente au voisinage de x = o. 

Pour établir ce point, nous aurons recours à l'artifice suivant. 
Supposons que les modules des coefficients Co, C3, . . ., étant d'abord 
nuls, croissent à partir de o [cela de telle sorte que la fonction (f{x) (*) 
continue à satisfaire dans F aux conditions énoncées page g'i]. 
Lorsque les modules |c< |, \c2\j ... sont très petits, la série (12) 
converge certainement dans tout cercle Fi intérieur à F. Est-il pos- 
sible que, pour certaines valeurs des c, cette série cesse de con- 
verger dans F| et converge seulement dans un cercle F' concen- 
trique et intérieur à Fi ? 

Je dis que cela est impossible. Et, en effet, appelant x un point 
quelconque du contour de F<, posons 

(i4) x'=<^{x), x'^^Cx'), ..., x^^' = (f(x^^-^y). 

D'après l'hypothèse relative à la convergence uniforme de la 

fonction of© . . . [o(^)] • • •]> ^^ peut toujours trouver un entier A" 

tel que le point x^^^ correspondant à un point x quelconque du 
contour Fi soit intérieur au cercle F'. La fonction ^(x^^^) sera 
alors holomorphe pour les valeurs considérées des c. Or on aura, 
par définition, 

• 1 

égalités qui ne peuvent évidemment cesser d^être vérifiées lorsque 



(*) Voir p. 93, note i. 
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les coefficients c varient d'une manière quelconque à partir de o. 
Il en résulte que, si ^(:^;^*^) est holomorphe pour certaines valeurs 

de x^^\ ^\^) est nécessairement holomorphe pour les valeurs 

correspondantes de x. Donc '\(x) ne cesse pas d'être holomorphe 
dans le cercle Y ^ tout entier. c. q. f. d. 

L'existence de la fonction ^ une fois établie, nous sommes 
certains, puisque k{^o^ que la fonction inverse de ^ est une 
fonction holomorphe de u au voisinage de w = o. Or, d'après les 
calculs de la page 77, nous saurons exprimer les deux va- 
riables y et u en fonction uniforme d'un même paramètre t. 
Le problème se trouvera donc également résolu pour les 
variables y et x. 



VI. — Défi nition générale des points de première espèce. 

m 

Nous avons insisté quelque peu sur le type le plus simple de 
points transcendants, celui dont nous avions rencontré un cas 
particulier aux pages 67-73. 11 nous sera facile maintenant de 
passer à des types plus généraux, en nous inspirant des divers 
-exemples étudiés aux paragraphes III et IV. 

1° Supposons, d'une manière générale, que l'on puisse ranger 
l'ensemble des déterminations (y) [qui s'échangent entre elles, par 
les permutations xj (*), dans un cercle F entourant l'origine] en 
une série unilinéaire où chaque détermination ne figure qu'une 
fois ou un nombre fini de fois; supposons, d'autre part, que l'on 
puisse disposer les coupures définies page 89 de manière qu'à tout 
couple de deux déterminations consécutives il corresponde une et 
une seule permutation élémentaire échangeant ces déterminations : 
nous dirons alors que l'origine est un point transcendant de pre- 
mière ESPÈCE, DE LA PREMIÈRE SORTE ET DU PREMIER TYPE. 



(*) Si l'origine était un point transcendant directement critique, il y aurait ui^e 

infinité de points critiques confondus à l'origine. Mais chaque nouveau tour décrit 

autour de Torigine (échangeant deux déterminations nouvelles) constituerait une 

nouvelle permutation. Nous considérerions donc qu'autour de l'origine s'opérènt 

.une infinité de permutations, les permutations ..., œ^^ â?,, ..., or^, ..,. 
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Dans ces conditions l'ensemble (y) sera uniforme (au voisinage 
de Porigine) sur une surface de Riemann S, dont chaque feuillet 
sera relié au précédent suivant une ligne de croisement passant 
par un point critique unique. Il y aura correspondance univoque 
et réciproque, d'une part entre les feuillets de la surface et les 
déterminations de la fonction, d'autre part entre les lignes de croi- 
sement et les points critiques. 

2" Supposons qu'il existe un ensemble partiel de détermina- 
tions j^i, j^o, ... (déduites les unes des autres par les permu- 
tations Xj) qui jouissent des propriétés énoncées ci-dessus, mais 
qu'en outre la détermination yy soit échangée, par un nombre fini 
de permutations ^y,<, ^7,2? • . .? -^y,*? avec un nombre fini de déter- 
minations nouvelles jj^y^i, yj\2f •••? yj,fti ^^h ^^ 1^"^ côté, ne 
s'échangent (par permutation élémentaire) qu'avec jKy (les permu- 
tations ^y,i, ..., xj^ff constituent alors des impasses, comme il a été 
dit page ^3) : lorsqu'il en est ainsi, nous dirons que l'origine est 

un POIJNT TRANSCENDANT DE PREMIERE ESPECE, DE LA PREMIERE SORTE 
ET DU SECOND TYPE. 

Dans ces conditions, on pourra encore construire la surface de 
Riemann S; mais sur chacun des feuillets de cette surface (ou sur 
certains d'entre eux) la fonction (yj pourra acquérir un nombre 
fini de déterminations. D'ailleurs, du groupe de déterminations 
représentées dans le feuillet Sj^ on ne pourra passer à d'autres 
groupes qu'à condition de franchir l'une des deux lignes de croi- 
sement qui relient Sj aux feuillets Sj_i ou ^j^^ (c/. p. 76). 

3" Supposons encore que l'on puisse ranger l'ensemble des 
déterminations (y) en une série unilinéaire ^ "f y-ij yoj yi^ •••? 
où chaque détermination ne figure qu'une fois (ou un nombre fini 
de fois), deux déterminations consécutives quelconques étant 
échangées par une permutation élémentaire unique. A la série des 
déterminations (y) correspond alors une suite de permutations . 
élémentaires . . ., :r_|, Xqj x^^ .... Mais supposons que dans cette 
suite ne figurent pas toutes les permutations que l'on peut opérer 
au voisinage de l'origine. Cela revient à dire [puisque toutes les 
déterminations [y) figurent dans la suite . • • > ^o? JK< ? • • • ] q^e deux 
mêmes déterminations {y) peus^ent être échangées par plusieurs 
combinaisons différentes de permutations (cf, p. [78 et sui- 
vantes). Lorsqu'il en est ainsi, nous dirons que l'origine est un 
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POINT TRANSCENDANT DE PREMIERE ESPECE, DE LA SECONDE SORTE ET 
DU PREMIER TYPE. 

Dans ces conditions, l'ensemble (y) sera uniforme (à l'intérieur 
du contour entourant l'origine) sur une surface de Riemann S, 
dont chaque feuillet sera relié au précédent par une ligne de croi- 
sement passant par un point critique unique; mais sur chaque 
feuillet (ou sur certains feuillets) se trouveront des fentes (cou- 
pures infranchissables) : ces fentes joindront au contour de F 
les points critiques dont nous ne nous servons pas pour déduire 
les unes des autres les déterminations ..., jK_i, jKo? JKm -- - •> ^^ 
d'autres termes, les points critiques qui ne figurent pas dans la 
suite ..., x_i, Xq^ Xs^ .... Il y aura correspondance univoque et 
réciproque entre les feuillets de la surface et les déterminations de 
la fonction, mais non plus entre les lignes de croisement et les 
points critiques. 

4" Enfin, lorsque l'origine présente à la fois les particularités 
qui caractérisent les deux derniers cas définis, nous dirons que 
l'origine est un point transcendant dk première espèce, de la 

SECONDE sorte ET DU SECOND TYPK. 



VIL — Exemple de point transcendant de seconde espèce. 

Je n'entreprendrai pas de donner ici la définition générale des 
points transcendants d'espèce supérieure à la première. Je me 
contenterai de montrer par un exemple qu'il existe effectivement 
de tels points. 

Considérons l'équation différentielle 

(i5) zz'= Aj2 -H Aj, 

où Aa et A3 sont des polynômes en x dont les degrés m., et ni^ 
satisfont à l'inégalité ma ^ 2 7^2 + 2. Grâce aux résultats obtenus 
au Chapitre II (p. 56-6o), il nous sera facile d'étudier le méca- 
nisme des permutations d'une branche d'intégrale de (i5) au 
voisinage de ^ = 00. A titre d'exemple, nous allons examiner le 
cas où /n3= 2, "d'où résulte m2 = o. L'équation (i5) peut s'écrire 
en ce cas 

(16) « = V^Ç, C=V^C-+-3:rî-Haa7^-p 

B. n 
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^t'^r on [f^ni loijjoijr>> etT*rcluer un cFiii Défraie ni de variable de la 

formf: ^- /^ \r, /.'x . rendant l€r§ eoefticienls de^ I et x- ës3ux 
a I et >], 

Xoo% a^orjs %ij 'p. 5fy • que *ur FeiLseiiiible des caràclérisliques 

de i(î' j*%ije% de I origine a\ec une valeur initiale très grande ^y 
Vî trouvent /Wj-f-i 'ici trois* points critiques que nous appelle- 

vun^Xa,)', Xh.j-, y^c.j» Ces points sont d'autant plus éloignés que | Ty j 
e^t pluî)|rrand, Xb^j, Xc.j étant alors très \oisinsdes racines «autres 
que Xa.j , du polynôme jr' — ^\.y 

Mf^notib par les [Kiinl» critiques d'une intéjrrale Z des coupures 
rectî lignes joignant ces points à l'infini. Le système de coupures 
ainM construit satisfait aux conditions de la paî:e 89 : mais à une 
détermination donnée correspondent^ cette fois • suivant les con- 
ventions adoptées p. 89 », non plus deux, mais trois points cri- 
tir/ues pouvant permuter cette détermination avec d^ autres. 
Cette constatation nous suggère l'idée de rapprocher l'intégrale ^ 
de la fonction 

étudiée au paragraphe III de ce Chapitre. 

Partant de Torigine avec la détermination ÎJ, décrivons un lacet 
élémentaire autour du point Xaj- Nous obtenons une nouvelle 

détermination Çy^i à laquelle correspondent trois points critiques, 
dont l'un est Xajj les deux autres j?^j+i, Xcj^i étant respective- 
ment très voisins des racines (autres que Xaj) du polynôme 
x^ — x^^j. Par conséquent, lorsqu'on opère la perm,utation Xaji 
les points critiques Xbj-, Xcj subissent des déplacements qui, si 
l'on a pris \ Xaj \ assez <^rand, sont arbitrairement petits par 
rapport à \xbj\, \ Xcj\^ 

Traçons alors dans le plan des IJ un cercle D de rayon assez 

grand pour que, lorsque IJy est extérieur à D, les points cri- 
tiques Xaj^ ^bji ^cj soient tous supérieurs au nombre r défini 
page 5(Kce qui assure la légitimité des calculs des pages 56-6o). Par- 
tons d'une valeur initiale Çy extérieure à D et opérons une série 
(le permutations élémentaires qui nous ramènent à l'origine avec 

des déterminations Çy_|.i, î^y+aî ••• toutes extérieures à D. Nous dé- 
signerons respeclivement par Xajj^k-, -..? ^cj^k les trois points 
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critiques correspondant à ^j^k qui sont voisins (comme nous venons 
de le voir) des points critiques Xaj^(k-i)', •••? ^c,y+(A-i) corres- 
pondant à Xj^(k-i)' Opérant ainsi de proche en proche à partir 

de Çy, nous ferons correspondre à chaque détermination ^j^k un 
point critique et un seul de chacune des séries a, 6, c. 

Cela dit, désignons par le signe (w) la quantité dont s'accroît Çy 

lorsque l'on opère, à partir de ^y, une permutation de la série a 
suivie d'une permutation de la série b : ce que nous exprimerons 
par l'égalité symbolique (cf. p. 83) 

(w) ==(a, b). 
Posons de même 

— (w;) = (6, a), (a>') = (6, c), -(w')=;(c, b). 

Si nous appelons ÎJy la détermination déduite de Çy par une per- 
mutation élémentaire opérée, par exemple, autour du point cri- 
tique de la série a, toutes les déterminations yi^ seront données 
par les deux formules symboliques 

l JKy -H mi^(w)-f-/i,^(w') -+-..., 

m^J rii^ niij /f2j ..• étant des entiers positifs ou négatifs. Tout se 
passe jusqu'ici comme dans l'exemple de la page 83, où l'on trou- 
vera l'explication des symboles que nous employons ici. Mais, 
dans les formules de la page 83, les combinaisons de permuta- 
tions (ci>), ((!)') satisfaisaient à une relation remarquable qui nous 
avait permis de rassembler tous les termes en (w) et tous les 
termes en (w') : c'était, à savoir, la relation de commulabilité 

<i8) ((to), (w') = (o)'), (a>)) ou (a, 6, c, a, 6, c) = o. 

Aurons-nous, dans le cas des intégrales Ç, une relation sem- 
blable? 

Pour effectuer successivement les permutations («, 6, c, a, 6, c) 
il suffit de s'éloigner de l'origine vers l'infini le long d'un rayon, 
puis de tourner deux fois dans un sens convenable autour de l'in- 
fini. Se peut-il que ces deux tours décrits autour de l'infini ne 
modifient pas la valeur de IJ? 
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Nous savons que les caractéristiques issues de l'origine avec la 

valeur initiale JJy ne sont pas indéterminées pour jc = oo, mais 
deviennent infinies comme x^ [égalité (28) de la page 5-]. Posons 
alors 

la branche d'intégrale 8 que nous considérons au voisinage de. l'in- 
fini y prend une valeur finie. Faisons maintenant x = Ç~*. Dire 
que l'intégrale finie n'est pas altérée lorsque x décrit deux tours 
autour de x = ao revient à dire que cette intégrale 6 est une 
fonction holomorphe de $ au voisinage de Ç = o. Or, un calcul 
facile montre que satisfait à l'équation 

(19) j^=6(e-i)-^25/ê-2a$*-2pt*. 

Cette équation admet une infinité d'intégrales égales à i 
pour $ = o ; mais l^ origine est en général pour ces intégrales 
un point singulier transcendant. C'est là un fait que l'on véri- 
fiera aisément en substituant à un développement holomorphe 
à coefficients indéterminés 

et constatant que ce développement ne saurait satisfaire à l'équa- 
tion (19). L'équation (19) appartient au type d'équations que nous 
étudierons aux pages 124-126; pour représenter ses intégrales il 
faudrait faire appel à un développement procédant suivant les puis- 
sances de $ et de logÇ. 

Conclusion : la relation fie commutabilité (18) n'est pas satis- 
faite pour les intégrales ^, Dès lors, dans les formules (17), nous 
n'avons pas le droit d'intervertir l'ordre des termes, et, pour dé- 
duire les unes des autres l'ensemble des déterminations d'une 
intégrale Ç, il faudra que nous revenions indéfiniment sur nos pas 
(c/. p. 85). 

L'origine, par conséquent, n'est pas, pour l'équation (i5), un. 
point de première espèce. 
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VIII. — Point d^ espèce supérieure dégénérant en point 

de première espèce. 

Donnons une dernière application des méthodes développées 
dans ce Chapitre en disant quelques mots de Téquation (*) 

^ao) zz' = ixz ■+- 1, 

qui appartient à la catégorie étudiée aux pages 60-64 [équation (i 5) 
où m» ^2 ma]. 

Posant 2 = a?*-|- 0, nous avons obtenu une valeur approchée de 
la branche d'intégrale ô qui prend en un point x^^ (supérieur à un 
certain nombre r) une valeur initiale C^ plus grande que 2 r^ (p. 60). 
Cette valeur approchée représente sur tout chemin direct (crois- 
sant ou décroissant) issu de Xq^ sauf à l'intérieur de deux cercles C| , 

€2 ayant respectivement pour centres les points x = iC^ x' = — iC, 

et pour rayon p = 2r * |C| (p. 61). D'ailleurs la branche d'inté- 
grale considérée ne présente aucun point critique à l'extérieur et 
sur le contour des cercles Ci, c^* 

Appelons Zo la valeur (2) à l'origine de la caractéristique z issue 
de Xo avec la détermination x^ -h C^. Suivant notre méthode habi- 
tuelle, nous allons chercher à déterminer les points critiques 
situés sur l'ensemble des caractéristiques issues de l'origine 
avec la valeur initiale Z©. 

Lemme. — Considérons l'équation 
(21) ZZ'=ïZ-f-i, 

dont V intégrale générale est 

(21) Z — -Lrlogfz.-h -àr) = x(x -h h) {h = const.). 

X \ X ) 



< ^) Afin d'arriver à un résultat simple, nous prenons comme exemple une équa- 
tion intégrable. La fonction a: de 9 = ^ — a?^ est en effet définie par une équation 
de Riccati que l'on sait intégrer. 

(') Cette valeur croit indéfiniment avec C d'après l'égalité (36) de la page 63. 



%4n fMxmmr, m. 

Pour une valeur donnée de A. rmté«:rale < 22 » admet comme 
[K^inU critiques points 011 Z s'annule 1 les points 

rj= lojr^- — h. 

x' ^ 

* Ces points (tous situés sur une même droite» convergent vers 
rinfini, et nous avons déjà décrit en détail ( § LV > le mécanisme 
des permutations qu'ils opèrent. 

Considérons, en particulier, l'ensemble des caractéristiques 

issues de l'origine avec une valeur initiale Z^. Pour cet ensemble, 
deux des points Tj/ seulement seront critiques (voir p. 86-87), 
soit les points y^^ et '/;i. Supposons de plus que, partant de o avec 

Fîg. 5. 




la valeur Zq, on décrive (dans le sens de la flèche) un contour fermé F 
entourant les points yjo, 'f\\ {fig, 5) : ce contour opérera (*) une 

permutation unique, savoir la permutation (Zo, Z_| ) qu'opérerait 
un lacet élémentaire décrit autour du seul point critique yjo. En 
d'autres termes, si nous appelons L le contour o, F, o', /, o {fig- 5) 
composé du contour F et d'un lacet élémentaire décrit autour 
de Tio) nous pouvons affirmer que la branche d'intégrale Z issue 

de Vorigine avec la valeur Zq est holomorphe à L' intérieur 
de L. 



(*) C'est ià une conséquence immédiate des résultais obtenus page 87, d'après 

lesquels t\^ permute Z._, et Z^, t\, permute Z^, Z,, etc. Il faut, il est vrai, pour que 
ces résultais s'appliquent à l'origine, que l'origine soit située d'un certain côté 
de la droite qui joint les points critiques t^-. Si elle était de l'autre côté, tous les 
pointit 7^^ seraient critiques pour l'ensemble de caractéristiques que nous considé- 
rons ( p. 87) ; mais cette circonstance ne saurait se présenter ici, car notre ensemble 
de caractéristiques, étant conforme aux résultats de la page 62, ne présente pas 
de points critiques à l'extérieur d'u/i certain cercle c. 
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Ces remarques faites, considérons Péquation auxiliaire 
("23) ^^'=[(1 — ^)a7 -4- 2fx.r]iî H- I, 

où ui est un paramètre variant de o à i . Cette équation coïncide 
avec l'équation (20) pour ul = i et avec l'équation (21) pour [jl = o. 
D'ailleurs les résultats des pages 60-64 lui sont applicables. Posant 

donc 

Pjj^(ar) = (i — ijl)xx -h [ix^, 

déterminons C^ par l'égalité P^{j;) -{- C^= o qui donne 

CJ== — X =C-, et appelons Zo,pL la valeur à l'origine de la 
caractéristique z^ de (23) issue de Xq avec la valeur initiale 
P{i.(^o) -h Cji. Nous savons que l'ensemble des caractéristiques 
issues de l'origine avec la valeur Zo.pL ne présente aucun point cri- 
tique à l'extérieur de deux cercles de centres ± iCp,j cercles qui 
coïncident avec les cercles C|, c^ définis page toi. Nous allons 
en conclure que l^ ensemble des caractéristiques issues de l'ori- 
gine avec la valeur initiale Zo,|i présente deux points critiques 
et deux seulement dans le cercle C\ . 

Partant de o avec la valeur Zo^j/,» suivons dans le sens de la 
flèche {fig- ti) le contour fermé Oa^Csa!^0 composé du segment 
rectlligne oa deux fois parcouru et de la circonférence C\, Je dis 
que nous nous trouverons o/?^/'er une permutation unique, c^ est- 
à-dire la permutation qu^ opérerait un lacet élémentaire décrit 
autour d'un seul point critique r\Q^^* 

En efl'et, donnons à Zo,o (= Z^ ), dans le lemme de tout à l'heure, 
une valeur telle que y\Q soit intérieur à c^ : d'après ce que nous avons 
vu, la proposition énoncée est bien vraie pour [x = o. Lorsque 
ensuite [x croît de o à i, le point critique rio^^ se déplace avec 
continuité à partir de r|„, sans sortir d'ailleurs du cercle C| (puisque, 
quel que soit [x, l'ensemble des caractéristiques que, nous considé- 
rons ne présente aucun point critique sur le contour de c< ). De 
plus, 7)0,11. est toujours [d'après la forme de l'équation (28)] un 
point critique simple de z^. Il en résulte que, si nous appelons / 
un lacet élémentaire issu de «i et décrit autour de 1^)0,(1, nous 
pourrons (lorsque [x variera) déformer ce lacet avec continuité de 
telle sorte que les caractéristiques qui s'annulent en yio,[jl ne pré- 
sentent jamais aucun point critique sur le contour de /. 
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Appelons alors L le contour a, , Ci, a'^, /, a< (y?^. 6) composé 
du contour C| et du lacet /, et considérons dans ce contour la 
branche d^ntégrale qui, au point ai, est égale à la caractéristique 
issue de O avec la valeur initiale Zo,(i.. Cette branche est holomorphe 
dans L pour [x = o, et, puisqu'elle n'est jamais singulière sur le 
contour L, elle reste holomorphe dans L lorsque [x croît de o à i . 
On en conclut que la permutation opérée par le contour C| équi- 
vaut à la permutation opérée parle lacet élémentaire /. 

Imaginons alors que nous décrivions une série de tours sur le 
contour Ct dans le sens direct : nous nous trouverons opérer une 
série de permutations élémentaires (une par tour) autour des 

f^ig. 6. 




points viojIjl? ''lijiJLj ' ' "f ^^ si, après chaque tour, nous nous rendons 
à l'origine le long du rayon a^ o, nous y obtiendrons la suite des 
déterminations Zi^p^? ^2,1x5 .... Nous en concluons immédiatement 
que l'ensemble des caractéristiques issues de l'origine avec la va- 
leur initiale Z^^j^ présente dans Ci deux seuls points critiques rif(^^ 

et Yi(A+i),{i,. 

Les raisonnements qui précèdent s'appliquent au cercle c< 
pour [jl£i . Nous pourrons faire les mêmes sur le cercle C2, et nous 
aboutirons alors aux conclusions suivantes, où l'on pourra faire 
[X = I : 

1° U ensemble des caractéristiques (^)o issues de l'origine 
as^ec la valeur initiale Zo présente {dans le plan des x) quatre 
points critiques et quatre seulement, dont deux sont à V inté- 
rieur de Ci et deux à V intérieur de c^* 

2° A partir de la valeur Zq, décrivons dans le sens de la 
flèche {fig' 6) un contour fermé, Li, ainsi composé : le seg- 
ment ooxf le contour c^, le segment a^a^-, le contour C2, le 
segment a^o] décrire ce contour revient à opérer deux permuta- 
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lions élémentaires, la première autour d'un point critique 7)o,{i, 
situé dans c», la seconde autour d'un point critique 7\q^^ situé 
dans C2' Mais, d'autre part, l'ensemble des caractéristiques (:;)o 
pour lequel les points ïicpu '^l'cti ^^'^^ critiques ne présente aucun 
point singulier (p. loi) à l'extérieur des deux cercles Ci, Cj : par 
conséquent, xiécrire le contour L| ci-dessus défini revient à faire 
décrire à x un tour complet autour du point ûc z= ao. Je dis que 
l'ensemble des caractéristiques (z)o est holomorphe à V infini, 
en sorte que le contour L» nous ramène à l'origine avec 5 = Zo. 
Pour le vérifier (cf, p. loo), il suffit de se rappeler que 
&(= ,5 — ;r*) tend vers une valeur finie pour z égal aux caracté- 
ristiques (>3)o et X tendant vers l'infini (p. 63) : d'ailleurs (p. 60), 
6 satisfait à l'équation différentielle 

(24) 6' = 



arî-f-e' 



si l'on pose alors ^ = ^~*, le théorème de Gauchy montre que les 
intégrales 6 qui sont finies au point ? = o sont holomorphes au 
voisinage de ce point. 

Ainsi le fait suivant se trouve établi : la permutation élémen- 
taire opérée autour de r(^^}^ équi{>aut à la permutation élémen- 
taire opérée autour de 'yio,{i- On obtiendra, dès lors, toutes les 
déterminations d'une même intégrale z en tournant autour des 
seuls points critiques ..., ïi-i,^., TQcfxj ''\\,^t ••• ^^ nous avons 
obtenus tout à l'heure. Ces déterminations se rangeant d'elles- 
mêmes en série unilinéaire, nous constatons que l'origine est, 
pour les équations (28 ) et (20), un point transcendant de 
première espèce. C'est un point de la seconde sorte et du pre- 
mier type {voir p. 97). 



CHAPITRE IV. 

POINTS SINGULIERS DE BRIOT ET BOUQUET. 



Le Chapitre précédent a surtout fait ressortir l'immense multi- 
plicité des cas que l'on aurait à envisager si l'on tentait une classi- 
fication complète des points singuliers transcendants. Ayant jeté 
ce coup d'œil d'ensemble sur les routes à explorer, nous allons 
considérer, un moment, une famille de points singuliers aujourd'hui 
classiques : les points jadis étudiés par Briot et Bouquet ( ' ). Quelle 
est la place de ces points dans notre classification générale? Com- 
ment en retrouverons-nous les propriétés en nous plaçant au point 
de vue que nous avons adopté dans ces Leçons? Si l'on y regarde 
de près, on s'apercevra que les points de Briot et Bouquet appar- 
tiennent, en réalité, à des types très divers, types qui ne seraient 
pas comparables entre eux si leur étude n'avait été envisagée d'un 
point de vue très spécial (cf. Introduction, p. 3). Aussi n'est-ce 
qu'une classe de ces points que nous allons étudier, classe à la 
vérité importante. 

Considérons l'équation différentielle 

(0 ^ ^ ^ A3jK»-i- A2jK'-h A, j -4- Ao -+- A-ijK-» -h . . . = o, 

équation qui peut encore s'écrire 

(2) V = 2-1, 2^iî'= A3-I- A22 H- Ai32-|- Ao-3-^-f- A_i.S*-|- 

Supposons que l'origine soit un zéro simple du coefficient A3, 



(*) Recherches sur les propriétés des fonctions définies par des équations 
différentielles (^Journal de l'École Polytechnique, t. XXI, i856). Les points de 
Briot et Bouquet ont été étudiés par MM. Poincaré, Picard, Autonne, Bendixson, 
Horn, Dulac, etc. Consulter à ce sujet l'article de M. Painlevé dans V Encyclo- 
pàdie der Mathemat. Wissensch. : Gewôhnliche Differentialgleichungen, t. H, 
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le second membre de (2) étant d'ailleurs holomorphe au voisinage 
des valeurs o de :r et 5. Dans ces conditions, l'origine est, en géné- 
ral, un point singulier transcendant des intégrales z (voir p. 12). 
Nous allons nous proposer d'étudier l'allure de ces intégrales au 
voisinage de x =^ o. 
Soient 

A3 = 07 ( a H- ai .r -4- a2 a?2 -I- . . . )î 
Aa = P -H Pi^r -h. . .. 

Lorsque a: et z sont tous deux très petits, les termes prépondé- 
rants dans l'équation (2) sont les termes 2zz'^ olXj j3s. Or, l'équa- 
tion limitée à ces termes se trouve coïncider avec l'équation dont 
nous avons fait une étude détaillée aux pages 67 et suivantes. 
Nous prendrons donc cette équation 

(3) 2ZZ' = %x -\- ^z 

pour point de départ, et, d'après ses propriétés, nous distinguerons 
a priori divers cas. 

Reportons-nous (p. ô-j) aux exposants 

Al = — 2 -+- -^--« /2 = 



2 W\ '1 Wf_ 



<jui figurent dans l'expression de l'intégrale générale de l'équa- 
tion (3). Nous avons vu que ces exposants satisfont à la relation 

invariante 

I I 

il en résulte que les parties réelles de Ai et X^ ^^ sauraient être 
toutes deux positives. D'où les cas suivants (0 (^^ symbole ^ signi- 
fiant partie réelle) : 

(A) ^(Xi)>o. ,R(X2)<o : 

1" \^ et.Xa complexes; 2" X^ et X^ réels irrationnels; 3" A< et X^ 
i'éels rationnels. 

(B) ^(X,)<o, ^(XsXo: 



(•) Il faut écarter le cas où l'on aurait Xj = oo, \= — i) car, en ce cas, a serait 
nul et l'origine ne serait plus un zéro simple de A3. 
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I® X« et ^2 complexes; a'* X< et X2 réels irrationnels ; 3° X« et X2 
réels rationnels. 

(G) Xi = X2=o. 

Je me contenterai d'examiner ici les cas les plus simples et les 
mieux connus : ceux où )h et X2 sont complexes, et celui où ces 
quantités sont réelles et de signes contraires. 



I. — Valeurs des caractéristiques à V origine. 

Pour étudier l'équation (2) lious aurons recours à l'équation 
auxiliaire 

(4) izz' = ao?-!- P>5-f- [jl[(A3 — aa?)-!- ( A2— p)-3 H- Ai-s*-f-. . .] 

qui renferme un paramètre [jl variant de o à i , et qui coïncide avec 
l'équation (3) pour [jl= o, avec l'équation (2) pour [jl = i. Nous 
étudierons (*), en premier lieu, l'allure d'une caractéristique aux 
environs de ^ = o. Puis nous déterminerons le mécanisme des 
permutations qui s'opèrent au voisinage de l'origine, et nous recon- 
naîtrons que ce mécanisme est exactement celui que nous avons 
décrit plus haut aux pages 74-76. 

Commençons par l'étude des caractéristiques. Nous savons \yoir 
l'intégrale générale (3) de la page 74] que, pour [ji=o, les deux 
caractéristiques z de (3) qui s'annulent en un point critique x^ 
très voisin de l'origine restent très petites tout le long du rayon 
Xk o. De plus, lorsque les parties réelles <^(Xi) et,R(X2) sont né- 
gatives, ces deux caractéristiques sont différentes de o et holo- 
morphes à l'origine; lorsque <iR.(X<) est positif, l'une des caracté- 
ristiques issues de x^ s'annule à l'origine comme xw^,^ l'autre est 
non nulle et holomorphe. Je vais établir que ces particularités 
subsistent quand le paramètre pi varie avec continuité à partir 
de o. 

Pour Y- voisin de o, les caractéristiques z issues de X\ resteront 



(•) C'est cette étude que nous avons appelée, au Chapitre II, Étude delà 
croissance d^une branche d'intégrale. Il s'agit de considérer les branches indi- 
viduellement avant de passer à l'étude de leurs échanges. 
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1res petites au voisinage de l'origine, et il en seth ainsi tant que 
I pi 1^1, à condition que a:, soit intérieur à un cercle F de centre o 

suffisamment petit. En effet, soit w un point de F : si, quelque près 

de l'origine que soit x^ les caractéristiques considérées avaient 

en X un module supérieur à un nombre fini A, il résulterait du 
théorème de Gauchy appliqué à l'équation (4) que ces caractéris- 
tiques seraient holomorphes autour de x dans un cercle de rayon 
fini; elles ne pourraient donc admettre comme point critique un 
point Xi arbitrairement voisin de l'origine. Ainsi, les caractéris- 
tiques z sont arbitrairement petites lorsque le rayon de F est lui- 
même Assez petit; on peut donc toujours déterminer F de manière 
que le second membre de (4) converge absolument dans ce cercle 
pour z égal à l'une des caractéristiques qui s'annulent au point x^. 

Faisons le changement de variable z = x \/^ de manière à mettre 
l'équation (4) sous la forme 

(5) a;C = -2Ç-f-p/ÇHha--HL|^^i:i^+v/Ç(A,-P)-H...]. 

Les termes non écrits forment un développement (*) procédant 

suivant les puissances de x\/^ = z^ lequel converge absolument 
dans F pour z égal aux caractéristiques que nous considérons. 

D'ailleurs, — —j A2 — 8 et tous les termes qui figurent dans 

les crochets contiennent x en facteur. Nous pourrons donc tou- 
jours prendre F assez petit pour que les caractéristiques Ç satis- 
fassent dans ce cercle à l'inégalité 

£ étant un nombre donné arbitrairement petit. Dans le cas parti- 
culier où |t^| serait borné, on pourrait de plus déterminer le rayon 
de F de manière que l'on ait dans ce cercle 

h étant un nombre fini indépendant du rayon de F. 
Cela posé, soit d'abord «?A.(Xi) << o, ^(^2) <C o. 



( * ) La somme de ces termes est de la forme : .r y/^ x développement par rapport 
aux puissances de z. 



flO CaâPITBE IV 



Considérons*, sur un ravon aboutissant à T origine, le dernier ( * ) 
point critique Xt présenté par une caractéristique ^. Le long do 
rayon x^n Hes extrémités exceptées > les théorèmes de continuité 
sont applicables à la caractéristique ^. Or, nous savons que, pour 
pi = o, ^ est infini et méromorphe à l'origine. Je vais en conclure 
qu'//^/î est encore ainsi pour ;jl réel et voisin de o. Plus généra- 
lement, je dis que, si la proposition est vraie pour jx <;-■■'< •- 
elle ne saurait cesser d'être vraie pour u = uf. 

En effet, on suppose que, pour «x == jx' — e (e arbitrairement 
petit), la caractéristique ^ 'qui admet X| comme point critique^ 
est infinie à l'origine et holomorphe au voisinage de a: = o le long 
de J7| o ; dès lors on peut déterminer un nombre p tel que l'on ait 
sur XtO, pour | j: | <^ p et [x = ;jl', 



>- - H, 



H étant un nombre donné arbitrairement grand. Partons d'un point 
j: de J7i o où l'on ait cette inégalité : on aura sur xo 

3 étant arbitrairement petit avec p, et, dans ces conditions, l'iné- 
galité (6) donnera 

C 2 Ô 

Intégrons entre j? et o : nous obtiendrons 

Tlog C -f- logar*! *1 < ô [log I ^ il ! • 

Or, lorsque x' tend vers o [x restant fixe), logj;^ 1 est très 

grand par rapport à 8 log|j;|| : l'inégalité obtenue exige donc 

que logÇ, et par suite ÎJ, deviennent infinis à l'origine tandis que ^x 
reste fini. c. q. f. d. 

Soit maintenant ê{.Çki ) > o, ^(^2) <C o. 

Nous savons que, pour [jl = o, l'une des caractéristiques ^ issues 

(^) Le plus rapproché de l'origine. 
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de Xi est infinie à l'origine. La démonstration précédente prou- 
vera donc qu'il en est encore ainsi quand [x croît à partir de o. 

Considérons, d'autre part, la caractéristique ^^ qui pour[jL=o 
tend vers la valeur finie (vj. Tout le long de XiO celte carac- 
téristique est une fonction continue de [x au voisinage de pi = o. 
Nous pouvons donc déterminer le rayon de F et les nombres p 
et ul' de manière que pour Xi intérieur à F et [jl^[jl' on ait, 
lorsque | x| <; p, 

e étant un nombre donné arbitrairement petit. Prenant alors (Ji£[jl', 
considérons sur Xi o un point x arbitrairement voisin de l'origine, 
où ÇjjL prenne la valeur Ç voisine de (v^, et appelons w^ (le long 
de xo) celle des caractéristiques de l'équation 

(8) :pÇ' = __2Ç_HPv^^a 

qui est égale à Ç au point x. Toujours en vertu des lois de conti- 
nuité, cette caractéristique (v^ à l'origine est voisine de (vj ; elle 
y est donc égale à iv^^ [puisqu'elle ne saurait être qu'infinie ou égale 

à (vj (p. io8)]. D'ailleurs, on aura sur xo, 

(9) Iw'— «'iKe', 

e' étant arbitrairement petit en même temps que e. 

Posons maintenant l^^=iv^-\-^. Nous pourrons remplacer y/^ 

par le développement 

Bî 



lequel converge pour 8 voisin de o. 

En particulier, nous pourrons toujours prendre e assez petit 
pour que les inégalités (9) et 

(10) |0|<8<e 

entraînent ( * ) 

< 



,^_,(„.^)i-«^ 



(•) On le vérifie en développant, par rapport aux puissances de (tv — tv,), les 

coefficients — » — - — r du développement de vCT- 
2tV 8tv* ** 
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D^ailleurs, \^^\ est par hypothèse fini sur x^o. Dès lors, on 
peut déterminer le rajon de F de manière que Ton ait sur xo 
l'inégalité (7). Et, par conséquent, si Von a pris x assez petit 

pour que hx soit inférieur à > on aura le long Ae xo 



^!:(. + a ïi.- P f «- + ^) - « I < V^' 



Si, maintenant, nous nous rappelons que cv- satisfait à l'équa- 

tion (8), que t^^i. = çv- + et que X< = — 2 + -;^y nous pourrons 
écrire ce résultat sous la forme 



1W\ 



(II) |are'— X,Ô!<Ôv/£' 



ou 



dx 



<8/?|ar-(i-^>i^ |, 



L'inégalité (11) sera satisfaite le long de xo à condition que 
l'inégalité (10) soit elle-même satisfaite sur ce chemin. Or 8 est 

nul au point x. Donc (10) est satisfaite au voisinage de x sur un 
certain segment xx' Aq xo. Intégrons l'inégalité (i i) le long du seg- 
ment xx^ , Tout le long de ce segment on a 

(u étant un nombre positif constant. Dès lors, nous aurons, puisque 

^(^i)>o et 8(^) = o, 

|a?'-^6(a:')|<Sv^.a> / \x\-'^'^^\^d\x\ 

J\x'\ 



X 
X 



Il est clair que, si e' et x (par suite 57') sont assez petits, cette 
inégalité entraîne, a fortiori, l'inégalité (10). On est donc con- 
duit à une contradiction (* ) en supposant que l'inégalité (10) cesse 
d'être satisfaite en x^ \ en d'autres termes, les inégalités (10) et (11) 

sont vérifiées tout le long de xo^ et X^^ — (v^^est inférieur à S à 



(') Raisonnement déjà employé p. l\it\, 49* 



k 
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l'origine. Ce résultat est valable d'ailleurs, quelque petit que soit x. 

Or, si nous faisons tendre x vers Oy nous poui^ons prendre 8 
de plus en plus petit. Donc X^^ est nécessairement égal à fvj 
pour X =^o. 

Cette démonstration établit que, si l'on a ^^^(o) = wj pour (i. = o, 
on a encore cette égalité pour [jl^jjl'. De proche en proche, elle 
établira que Ç|jl(o) reste égal à (v*^ tant que [jl^i. c. q. f. d. 



II. — Etude du cas ^(X«)>> o, ,^(X2) <C o, 

X| et )v2 complexes. 

Considérons l'ensemble des caractéristiques z de l'équation (4) 
issues de l'origine avec une valeur initiale a voisine de o. 

Lorsque [jl = o, cet ensemble jouit de la propriété suivante, 
mise en lumière par l'analyse de la page 72 : il ne présente dans 
tout le plan qu'«//i point critique x^^ d'autant plus rapproché de 
l'origine que a est plus petit. 

Les lois de continuité, applicables partout sauf au voisinage de 
l'infini (*), montrent que la propriété subsiste pour [jl voisin de o. 
On peut donc trouver un cercle F de centre :r = o et des nombres 
|ji<, a< tels que, pour ||ji|<^[jl^ et |a|<C««, V ensemble des ca- 
ractéristiques issues de l'origine avec la valeur initiale a ne 
présente qu* un point critique dans le cercle F. 

Traçons un cercle y concentrique à F, contenu dans F, mais 

contenant a:<. Soient, d'autre part, x un point fixe et z la valeur 

en X de l'une quelconque des deux caractéristiques issues du 
point x^ avec la valeur critique o. Nous allons chercher une 

expression analytique qui représente z pour les valeurs de x com- 
prises entre les cercles y et F. (Nous prendrons F assez petit (2) 
pour que le second membre de l'équation (5) converge absolu- 
ment en un point quelconque x du cercle F pour z = 2: et | pi | ^ i .) 
Nous remarquerons d'abord que, si [jt.| et | ^^ | sont suffisam- 



(^) Il n'y a pas à s'occuper de l'origine, puisque les caractéristiques considé- 
rées y sont holomorphes (si a n^est pas nul). 
(^) Cela est toujours possible d'après les remarques de la page 109. 

B. 8 
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ment petits, la valeur initiale z sera [pour | [x | <; [jl< ) très voisine 

de iV2X, Reportons-nous, en effet, à l'intégrale (3) de la page 70, 
qui n'est autre que l'intégrale générale de (4) pour ul=o. Afin 
d'obtenir des caractéristiques qui présentent des points critiques 
arbitrairement près de l'origine, il faut, dans cette intégrale, 
donner à la constante C des valeurs de plus en plus grandes ; or, 
l'égalité (3) de la page 70 montre que, lorsque |C| croît indé- 
finiment, w tend vers (Vo quel que soit x. 

Donnant alors à | [x | une valeur quelconque inférieure à [jlj, 
prenons l'équation (5) et faisons-y 

En développant y/Ç par rapport aux puissances de u et nous rap- 
pelant la valeur de )v2î nous mettrons l'équation (5) sous la forme 

(12) xu' = XîM -H e^fiX -h eiQX^-\- e^xu -f- eojw'-t-. . . , 

les e étant des coefficients que nous nous dispenserons de calcu- 

— ... . . — "z^ 

1er. Appelons u la valeur initiale (voisine de zéro) w = = fVj. 

a?* 

Le second membre de (12) converge absolument pour u voisin de 
zéro et pour x intérieur au cercle F ; il converge, par conséquent, 

pour X et u voisins de x et u. 

Cela posé, introduisons l'équation auxiliaire 

(r3) 07^' = X2W -h vfeioa? -f- ejo^^-H. • .], 

011 V est un paramètre que nous ferons varier de o à i. 

Le coefficient différentiel w' est une fonction holomorphe des 

trois variables x^ w, v, pour u voisin de a, et pour x voisin de o 

et X mais non nul. Dans ces conditions, les théorèmes de conti- 
nuité permettent de développer par rapport aux puissances de v 
(autour de l'origine, sinon en son voisinage immédiat) l'intégrale u 

de (i3) qui est égale à u au point x. Cette intégrale sera de la 
forme 

(14) w = aiv -h a2V^4-. . . , 

et les coefficients u (voir p. 3^) seront déterminés par les équa- 
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lions différentielles linéaires 

I X u\ = X2 Ml -+- termes en rr, a?^, . . . , 

xu.\ = XjMj-t- termes en xu\^ x^u\, . . . , 
(i5) { 

xu'^ = XiWa-h termes en u\^ xu\^ . . . , xu^^ . . . , 



les seconds membres de ces équations étant, par rapport à U\^ 
1121 . . . , Aes polynômes dont les coefficients sont convergents tant 
que le s^econd membre de (12) est lui-même convergent. 
La première équation (i5) admet l'intégrale générale 

Ml = Aa7^a-ha7[/io-f- /lia? -h. ..] {h constante arbitraire), 

la fonction entre crochets étant holomorphe (*) dans le cercle F. 
Portant cette valeur dans la seconde équation (i5), nous obtien- 
drons l'intégrale générale 

h\ étant une constante arbitraire et les fonctions entre crochets 
étant holomorphes dans F. Mais nous avons le droit de supposer 
que h\ est nul, de même que toutes les constantes arbitraires qui 
figurent dans les développements de W3, «4, etc. En effet, il est 
clair qu'il nous suffit de conserver dans l'expression générale (i4) 
de l'intégrale u une seule constante arbitraire h ; cette constante 
sera déterminée de manière que u prenne une valeur initiale 

donnée (*-) u en un point donné x. En poursuivant alors notre 
calcul, nous vérifierons sans peine que Ws est de la forme 

et, d'une manière générale, que Uk est de la forme 

les fonctions entre crochets étant holomorphes dans F. 

(^) Le calcul qui donne l'intégrale générale de la première équation (i5) 
montre en eiïet que la fonction l^^-^ l^^x -\-. . . converge autour de a? = 0, dans 
le cercle où le second membre de l'équation est lui-même convergent. De même 
plus bas pour les diverses fonctions qui sont entre crochets dans l'expression 
de Uf^. 

(^) La valeur de x\y et par suite celle de /i, ne sera déterminée qu'à un mul- 
tiple de 2 6^*'^^» près. Pour la déterminer tout à fait, nous supposerons que dans 

x\= e^9^**K' on prenne pour log^zr la détermination de plus petit module. 
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Donnons en particulier k z on k u (== w^] une valeur 

répondant aux conditions énoncées page ii3, en sorte que l'en- 
semble des caractéristiques issues de j; avec la valeur u ne présente 
aucun point en tique dans la couronne circulaire 2 limitée par les 
cercles y et F. Alors, d'après les lois de continuité, le développe- 
ment (i4) reste absolument convergent dans la couronnes, quel 
que soit v entre o et i . On en conclut que ce développement est 
une fonction holomorphe des trois variables v, J7, hx^ pour | v | £ i , 
X situé dans F, et | hx^* | inférieur à un certain nombre o-. En par- 
ticulier, pour v= I , /a branche d'intégrale définie par la valeur 

initiale u est développable, dans la couronne S, par rapport 
aux puissances de x et hx^^. 

Lorsque h prend la valeur particulière o, le développement (i4) 
converge dans tout le cercle F, et représente une intégrale parti- 
culière U qui est nulle à l'origine et holomorphe dans F. Nous 

appellerons Z, (= x^ w\-\-\}) l'intégrale correspondante (nulle et 
holomorphe à l'origine) de l'équation (4). 

Soit maintenant h différent de o. Lorsque ^, dans la couronne 2, 
décrit un tour autour de l'origine, hx^t change de valeur : plus 
précisément, la constante h est multipliée par g-^'^^s. Supposons, 
pour fixer les idées, que le coefficient de i dans X2 soit positif, et 
tournons dans le sens direct : alors, à chaque tour, le module de h 
décroît, et le développement (i4) ne cesse pas d'être convergent. 
D'ailleurs, lorsque x tourne ainsi indéfiniment autour du cercle y, 

h tendant vers o, la valeur z de z au point x tend vers la va- 
leur Z< yx) que prend en x V intégrale particulière Z|. 

Nous avons établi ces divers résultats en donnant à | |ji| une va- 
leur comprise entre o et [Xi. Avant d'aller plus loin, montrons que 
ces résultats resteront valables tant que | [x | ^ i . 

Soit /• un nombre tel que u [donné par le développement (i4)] 
soit une fonction homolorphe de x^ hx^t^ [jl et v pour ] ^ | -< 'S 
I hx^^ I <^ ''î I (^ I *^ P"-* et I V I ^ v' ^ I . Il est clair ( * ) que, r restant 



(*) Les paramètres (x et v jouent ici le même rôle, et nous aurions pu nous 
contenter d^introduire un de ces paramètres au lieu de deux; mais il est commode 
de se servir tantôt de l'un, tantôt de l'autre, suivant les besoins du calcul. 
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fixe, [JL| pourra être pris d'autant plus grand que V sera plus petit. 
D'ailleurs, lorsque la limite ijl< tendra vers i, la limite v' tendra 
vers une limite différente de zéro (*) : on peut donc trouver un 
nombre V| tel que u soit holomorphe pour |x|<;r, \hx^t\<C. r^ 
([j.|<i et|v|<v,. 

Reportons-nous alors à l'expression de Uk (p. ii 5) et appelons M>t 
la plus grande valeur prise, pour | j? | < / , par l'expression 

7=0 

Puisque u est holomorphe, la somme des modules des termes (en j:, 
/t'i et v) du développement (i4) est convergente dans les limites 
que nous nous sommes assignées ; nous sommes donc assurés que la 

A' = 00 

série \] M;t(rv<)* est une série convergente : nous en concluons 

A=l 

que le développement (i4) reste convergent tant que |v(^i, 
I j: I <; /Vi , I hx^i I <; rv< . 

Convenons en particulier de toujours prendre pour valeur 

de e^'^^^^' celle qui correspond à la plus petite détermination du 
logarithme. Alors, nous aurons ce résultat : pourvu que H soit 

ASSEZ PETIT, ON PEUT DÉTERMINER DES NOMBRES /'' ET /'"(/•'<; r" ^ r) 
TELS QUE (quels QUE SOIENT | [JL | ET | V | COMPRIS ENTRE O ET l) LE 
DÉVELOPPEMENT (l4) HEPRÉSENTE UNE FONCTION HOLOMORPHE DE X 
ET /iX^t POUU r' <i\.Jc\ <^ /' ET I A I <] H. 

Partons maintenant du pointa? (r'-^C^ | .r |<; r") avec une valeur ini- 
tiale (-) u assez voisine de U(.r) pour que la valeur correspondante 
de h ait un module inférieur à H; puis tournons indéfiniment 
autour de l'origine dans la couronne de centre o oà r' <i\x\<C r'^- 
Si nous tournons dans un sens convenable h décroît indéfiniment 
(p. 1 16); donc le développement (i4) ne cesse pas de converger, 
et z tend vers ^intégrale particulière Z^. 



(*) Pour V = o, les intégrales m de (i3) ne présentent aucun point critique en 
dehors de l'origine et de l'inlini. Il est donc impossible que le développement (i4) 
cesse de converger pour v = o, | a: | = r, | kx\ | ^ r. 

(^) Cette valeur est déterminée uni voquement d'après la notes de la page ii5; ea 

particulier, à la valeur u de U(x) correspond la seule valeur o de A. 
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Les caractéristiques issues de x avec la valeur u ne peuvent par 
hypothèse présenter des points critiques de module inférieur à /' 
si ce n'est à l'intérieur du cercle F' de centre o et de rayon r'. 
Combien en présentent-elles? 

Donnons-nous à l'origine une valeur initiale a voisine de o, à 
laquelle nous ferons correspondre (comme nous l'avons expliqué 

page 1 13) des valeurs déterminées ^, w de >3 et u au point x^ et, 
par suite, une valeur déterminée de A. Pour que h soit nul, il faudra 
que a soit nul également; déterminons alors, autour de a = o, 
une région A telle qu'à une valeur de a située dans A corresponde 
une valeur de h de module inférieur à H. Lorsque a variera dans A, 

les valeurs correspondantes de z^ u^h engendreront des fonctions 
continues de a. D'ailleurs, ces fonctions seront uniformes : en 

effet, quel que soit a dans A, x sera, nous l'avons vu, un point 

d'holomorphisme pour l'intégrale z égale à 5 au point ^ ; il ne 

pourra donc pas arriver que deux déterminations de z(cl) viennent 
se confondre. 

Cela dit, considérons l'ensemble des caractéristiques issues de 
l'origine avec une valeur a située dans A. D'après ce que nous 
avons vu page ii3, on pourra toujours trouver un nombre [jl^ tel 
que, pour jji réel et inférieur à [jl^, l'ensemble considéré ne pré- 
sente qu'tt/i point critique dans le cercle F' de centre o et de 
rayon r' [et par conséquent, dans le cercle concentrique F" de 
rayon /", puisque le développement (i 4) est, par hypothèse, ho- 
lomorphe entre F' et F"]. Supposons alors que pour [ji^jjii cet en- 
semble présente plusieurs points critiques dans F' : il faudra^ 
d'après les lois de continuité, que pour [jl= (jli il ait des points 
critiques sur le contour même de F', par conséquent, que pour 
a= [jLi — e il ait des points critiques situés entre F' et F" et voisins 
du contour de F'. Cette circonstance ne se présentant pas, nous 
pouvons conclure que, quel que soit [jl entre o et i, C ensemble 
des caractéristiques issues de C origine avec une valeur initiale 
a située dans A ne présente qu\in point critique dans F'. 

Jusqu'ici, le mécanisme des permutations opérées au voisinage 
de l'origine est le même pour l'équation réduite (3) et pour 
l'équation (2). Cette similitude va se manifester encore dans Fétude 
que nous allons faire des permutations opérées directement autour 
de l'origine. 
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Prenant [jl quelconque entre o et i, reportons-nous de nouveau 
à l'équation (5) et posons 

de manière à mettre l'équation (5) sous la forme 

(17) xt'^z'kit -h diQX -f- d^QX^-\- diiXt -\- dott^-h 

11 résulte du paragraphe précédent (p. 1 13) que l'une des carac- 
téristiques t issues d'un point critique Xi voisin de o est nulle 
à l'origine (Ç étant égal à w'^^), Nous allons étudier cette caracté- 
ristique t. 

Prenons un point x sur x^ o et soit t la valeur en x (valeur voi- 
" sine de o) de la caractéristique t. Je dis que l'ensemble des 

CARACTÉRISTIQUES ISSUES DE X AVEC LA VALEUR INITIALE t EST 
' REPRÉSENTABLE AU VOISINAGE DE l'oRIGINE PAR UN DÉVELOPPEMENT 

^ PROCÉDANT SUIVANT LES PUISSANCES ENTIERES DE X ET DE CX^t 

it (c étant une constante arbitraire). 

Considérons, en eflet, l'équation auxiliaire 

'^ (18) xt'=zlit-+-v[diQX-^,..]^ 

pl où V est un paramètre variant de o à i , et étudions l'ensemble des 

i' caractéristiques issues de x avec une valeur initiale t voisine de o. 

le Pour V = o, cet ensemble ne présente aucun point critique, l'ori- 

le gine exceptée. Dès lors, pour v voisin de o, il n'aura aucun point 

y critique dans une couronne circulaire de centre o (soit lorsque 

1- P< <^ I ^ I <^ P'n ?i étant arbitrairement petit si | v | est inférieur à 

un nombre v< assez petit. 



a. 

l5 Procédant alors comme à la page 11 4, nous pourrons repré- 

ar 



UJ 



L 

it 
ur 



senter l'ensemble des caractéristiques C par un développement 

(19) t = ^V-+-ijV2-f-... 



/c absolument convergent pour|v|<v<, ?«<|^|<Pr D'ailleurs, 

/,' les tk (p. ii5, éq. i5) sont des polynômes en cx^t [c constante 

arbitraire déterminée (*) par la valeur initiale 1] dont les coeffi- 



(*) Voir page ii5, note 2. La valeur de c sera entièrement déterminée en 
fonction de la valeur initiale t si nous convenons de prendre (au point x) dans 
x\= e\W' la plus petite détermination du logarithme. 
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cients sont des fonctions, holomorphes dans F, nulles pour a: = o. 
Je dis que le développement (19) (convergent pour p< <[ |j:| < p', ) 
convergera a fortiori pour |ar|<;pi. Traçons, en effet, le 
cercle y< de centre o et de rayon p< ; menons une coupure suivant 
un rayon de ce cercle; puis, partant du contour de yi avec la 
détermination (19), faisons mouvoir x dans yi sans franchir la 
coupure. Dans ces conditions, considérons la variation de la 

somme ^|^avJ], et appelons N la plus grande valeur prise par 

cette somme sur le contour de y< . S'il arrivait qu'en certains points 
de yi la somme S fût supérieure à 2N par exemple, il existerait 
nécessairement à l'intérieur de yi un contour fermé, ne renfer- 
mant pas l'origine, sur lequel S serait compris entre N et 2N, et 
dans lequel S dépasserait 2 IN. Mais cela est impossible, car, en ce 
cas, S deviendrait infini dans y^, ce qui n'a pas lieu. [S s'annule à 
l'origine, puisque ^(X|)>>o.] Donc S est inférieur à 2N dans 
tout yi, et, puisque N reste fini quand n croît indéfiniment, la 

somme \] est convergente pour |x|<;p,, |v|^v,. On en conclut 

que le dé\>eloppement (19) est une fonction holomorphe des 
trois variables v, x etcx*"^ pour | v | ^ V| , | ;r | <; p^ et | c:r^i | infé- 
rieur à un certain nombre <t. 

Appelons en particuliers le plus petit des deux nombres p^ et<j. 
En procédant exactement comme à la page i 17, nous démontre- 
rons que le déy^eloppement (19) restera convergent tant que 
|v \^\ ^ pourvu que |^ | << ^v,, | cx^^^ | <;5v^. 

Cela dit, partons, avec une \aleur initiale ^, d'un point fixe x 
intérieur au cercle Y ^ de centre o et de rayon 5Vi, et supposons \x\ 
et I ^ I assez petits pour que la valeur de c définie par ces condi- 
tions initiales satisfasse à l'inégalité (*) | c^p^t | <^ ^Vi. Lorsque x 
décrit dans le cercle F^ un tour complet autour de l'origine, la 
constante c est multipliée par g— ^^tiX,^ Supposons, pour fixer les 
idées, que le coefficient de i dans \^ soit positif. Alors, lorsque 

nous tournons indéfiniment autour de l'origine dans le sens direct, , 

I 

\ 

( >) La valeur de x\ étant fixée par la note précédente. 1 
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^^^- c tend vers o; dans ces conditions, le développement (19) ne cesse 

^ < pas de converger, et t tend vers Tintégrale particulière T obtenue 



uri-i 



il 



en faisant c = o dans (19). Cette intégrale est holomorphe dans 
tout le cercle T^ : nous appellerons Z l'intégrale correspon- 
dante de l'équation (4) en z. 
it Qu'arriverait-il si nous tournions, au contraire, autour de l'ori- 

1 ir gine dans le sens indirect? La constante c augmenterait alors 

indéfiniment, et il serait aisé de vérifier que le cercle de conver- 
'■''I gence du développement (19) tendrait vers o. Si nous continuions 

à tourner indéfiniment, nous obtiendrions des caractéristiques z 
présentant des points critiques de plus en plus rapprochés de l'ori- 
gine et convergeant, par suite, vers l'intégrale particulière Z|, 
ainsi que nous l'avons expliqué plus haut. 



f^i'2 



. u ■ 

à. 



Vf 



Nous pouvons résumer en deux lignes l'ensemble des conclu- 
sions de ce paragraphe : le mécanisme des permutations qui 
s'opèrent au voisinage de l'origine pour une intégrale de 
l'équation (4) est exactement le mécanisme décrit à la 

page 72. Soit X un point arbitrairement rapproché de l'origine. 
Nous constatons que l'ensemble des déterminations obtenues au 

point X peut être représenté par le Tableau suivant (*) : 

. , . , -5—1 ; <2o î -^lî • • • î 

/\ /\- /\ 

•^—1,1» •••! ^— l,Ar_i> ^0,lî •••> ^l,Ii •••î 
-5—1,1? •••> ^-\,k^^\ ^O.lî •••> ^l,lî •••• 

La première ligne contient les déterminations qui s'annulent 
pour j; = o et se permutent autour de l'origine. La dernière ligne 
contient les déterminations qui ne s'annulent pas pour ^ = o. De 
plus, chaque détermination Zjj^ se permute avec la détermina- 
tion Zj correspondante autour du point critique Xj i^ inscrit au- 
dessus d'elle dans la seconde ligne. Si nous nous référons alors 
aux définitions de la page 96, nous pouvons dire que, pour 



(^) Lorsque la partie réelle de ^ est comprise entre i et 2, il correspond à 
chaque détermination z une détermination z au plus (0/. p. 71-78). 
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l'équation (4), l'origine est un point transcendant de première 

ESPÈCE, de la première SORTE ET DU SECOND TYPE. 



III. — Étude du cas ^(X,) > o, ^(^2) <C o, X| et X^ réels. 

Dans l'hypothèse où X| et X2 sont réels, il convient de distin- 
guer deux cas suivant que ces quantités sont irrationnelles ou 
rationnelles. 

En premier lieu, supposons X| et X2 irrationnels. Tous les 
calculs que nous avons faits au paragraphe précédent subsistent 
alors sans modifications. Mais l'une des conséquences principales 
que nous avions tirées de ces calculs se trouve être en défaut : 
les intégrales 2, développables par rapport aux puissances de x 
et cx^^ et par rapport aux puissances de x et hx^t, ne tendent 
plus vers les intégrales particulières Z et Z,. En effet, pour Xj 
et X2 réels irrationnels, les expressions e-*''^^i, e^*'^^î (où l'entier k 
prend des valeurs de plus en plus grandes) conservent des modules 
constants, tandis que leurs arguments tendent vers toutes les 
valeurs réelles. 

Prenons alors un point fixe x voisin de o et une valeur de c 
telle que le développement 

( -20) 22 ajyxJ{cx\ )/' 

de z par rapport aux puissances de x et coc^^ soit absolument con- 
vergent pour l:r|^|.r|. Puis considérons dans le plan des z les 
points de la courbe représentée par l'égalité 

(21 ) zÇc) = 22ayy' ï/(| c I e^^Xx^-'Y 

lorsqu'on fait varier o) de o à 2ir par valeurs réelles. Le dévelop- 
pement (21), restant absolument convergent pour les valeurs con- 
sidérées de (O, est une fonction uniforme de cette quantité. Il 
représente donc, dans le plan des z^ une courbe fermée entou- 
rant ^^O; et, LORSQUE X^ SUR LE CONTOUR DU CERCLE a7=|a7|, 
TOURNE INDÉFINIMENT AUTOUR DR l'oRK^INE, LA DÉTERMINATION 
INITIALE Z\X) SE PERMUTE AVEC UNE INFINITÉ DE DÉTERMINA- 
TIONS Z\\X)^ Z<i\x)^ ... QUI CONVERGENT VERS TOUS LES POINTS 
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DE CETTE COURBE FERMÉE (21 ). Si cnsuitc Dous faisoiis croîtrc I C I, 
nous obtiendrons une série de courbes (2 1 ) s'emboîlant les unes dans 
les autres et se rapprochant de plus en plus de l'origine : à cha- 
cune de ces courbes correspondra une branche d'intégrale diffé- 
rente; pour c = o, nous retomberions sur l'intégrale particu- 
lière Z. 

On déduirait aisément de là que les points critiques xj d'une 
intégrale z^ situés (au voisinage de l'origine) sur les caractéris- 
tiques issues de :r avec les déterminations zjyx)^ ne convergent 
plus vers x = o comme il arriviait au paragraphe précédent : ces 
points critiques cons^ergent vers tous les points d'une petite 
courbe fermée entourant l'origine. 

Nous n'insisterons pas sur ce cas, qui nous met en présence de 
circonstances toutes nouvelles; car nous avons toujours admis 
jusqu'ici que les points critiques d'une même branche d'intégrale 
convergeaient vers un point-limite unique. 

Supposons maintenant que X| et À2 soient rationnels et repor- 
tons-nous à l'équation (ir) de la page 1 19, 



(17) z = xy/w\-\- t, xt' =^11-^- dxQX -\- 



• î 



équation qui nous a permis d'étudier les caractéristiques z nulles 
à l'origine. Nous examinerons seulement le cas où X| = 1 : on 
n'aura pas de peine à traiter de la même manière le cas général; 
d'ailleurs, il serait aisé de vérifier (*) qu'il existe toujours un 
changement de variables rationnel permettant de transformer une 
équation (i^) où X, est réel rationnel en une équation (17) 

où X| = I . Soit donc A|= 1 et : 

Premièrement : <i|o= o. — Je dis que l'équation 
(22) xt'= t -h dto^^-^ duxt -^do^t^-h, . , 

ADMET UNE INFINITÉ DE CARACTÉRISTIQUES NULLES ET HOLOMORPHES 
A l'origine ET FONCTIONS HOLOMORPHES d'uN PARAMETRE C. 

(*) Voir les Ouvrages cités page 106, note i. 
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En eflet, cherchons à satisfaire à l'équatioii (22) en posant 

('l'if / = r^iX-f- r,jX*-«- . 

Nous vérifions immédiatement que Th reste arbitraire et que 
les coefficients r^2j t^, . . . sont déterminés par les égalités 

Sr^a = Tjj-r- fonction de r,|, r,», 



Ainsi, nous pouvons déterminer formellement le développe- 
ment (28; lorsque nous nous donnons une valeur arbitraire de T||. 
Je dis que, quel que soit 7^1, ce développement est une fonction 
holomorphe de x et 7^1 au voisinage de x = o. En effet, suppo- 
sons le développement (23) ordonné par rapport aux puissances 
de X et.de r^iX : nous n'avons qu'à reproduire textuellement la 
démonstration des pages 1 19-12** pour constater que le dévelop- 
pement (23) est convergent pour \x\ et |tj,^| inférieurs à un 
certain nombre a. On voit ainsi que, dans les con'ditions où nous 
sommes placés, l^ origine n'est plus un point singulier trans- 
cendant pour Inéquation (4). 

Les branches d'intégrales nulles à l'origine sont, disons-nous, 
fonctions holomorphes d'un paramètre 7j|. Au lieu du coeffi- 
cient 7j4, on pourrait, si l'on voulait, prendre comme paramètre 
la valeur C prise par les branches considérées en un point fixe 
voisin de l'origine. 

Soit maintenant : 

Deuxièmement : d^Q^o, — Je dis que l'équation 

(24) xt' = t -\- dxQX -\- d^QX^-^, . . 

ADMET UJVE INFINITÉ DE BRANCHES d'iNTÉGRALES NULLES A l'oRI- 
GINE ET DÉVELOFPABLES, AU VOISINAGE DE l'oRIGINE, PAR RAPPORT 
AUX PUISSANCES DE X ET DE d^^xlo^X. 

Considérons, comme nous en avons pris l'habitude, l'équation 
auxiliaire 

(25) a?^'= ^ -h v(û?ioa7 -h. . .). 

Nous savons que l'ensemble des caractéristiques t issues d'un 
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point X voisin de l'origine avec une valeur C voisiné de o est 
représentable par un développement de la forme 

(26) t=z iiv-4-f,v«-h... 

absolument convergent pour |v| <;vi, pi<C\x\<ip\ ('i^oir p, 119). 

D'ailleurs, les t/ç sont déterminés (cf. p. 11 5) par les équations 

linéaires 

xt[ = ^1 H- diox -4- diQX^-i-. . ., 

xt'^ = tt-h termes en xtt^ x^ti, . . . , 



et l'on en déduit (cf. p. 1 1 5) que les tff sont de la forme 

ti = dio^^ogx -+- x{c -\- liix -h, . .) (c = const. arbitraire), 
ti ^ x(diox\ogx) {l'iQ-h lmia;-+-..,) -t- x^(lio-i- liix -h. ..)^ 
î 

(.fgz= X^{lkO-h...) -^ X^-^ (dioX iogx) {l'f,Q-i- , . .) -h . . . 

-4- ar(c?ioa?logar)*-H/iJ-*^H-. . .). 

Dans ces développements, les coefficients / dépendent de la 
constante arbitraire c. Convenons, en particulier, de prendre 

comme valeur initiale de logj; la plus petite détermination de ce 
logarithme. Alors la valeur de c sera entièrement déterminée par 

la valeur iniale t. 

Les fonctions t/^ s'annulent toutes à Torigine. On en déduit, 

comme à la page 120, que le développement (26) (convergent 

pour Pi <; |:r I <; p'j, lorsque la valeur initiale t est assez petite) 
converge, a fortiori, pour |:r|^p4. Donc le développement (26) 
est une fonction holomorphe des trois variables v, x et dtoxlogx 
pour |v|^V|, \x\ et |âf|o^logj?| inférieurs à un certain nombre /'. 
Appelons alors Myt la plus grande valeur prise pour | ^ | <C ''i 
par l'expression 

7 = 

En raisonnant comme à la page 1 17, nous constatons que la série 
^ Ma(/'Vi)* est une série convergente, et nous en concluons que 



A=i 



126 CHAPITRE IV. 

le déi^eloppement (26) reste convergent tant que |vj^i, |^|<C^V|, 
|«^io^log^ I <; rV|. La proposition énoncée esl donc démontrée. 

Si maintenant, partant du point x avec la valeur initiale t^ nous 

décrivons une série de tours autour de l'origine, logx prend, 
après chaque tour, une valeur nouvelle, et nous obtenons ainsi 

en X une infinité de déterminations qui se permutent directement 
entre elles autour de l'origine. 

IV. — Élude du cas ^(X|)<Co, ^(Xa) < o, 

X| et ^2 complexes. 

Nous allons examiner rapidement ce cas à titre de dernier 
exemple. 

Considérons l'ensemble des caractéristiques z de l'équation (4) 
issues de l'origine avec une valeur initiale a voisine de o. Lorsque 
[jL = o, cet ensemble jouit de la propriété suivante mise en lumière 
par l'analyse de la page 70; il ne présente dans tout le plan que 
deux points critiques ^r^, X2, d'autant plus rapprochés de l'origine 
que a est plus petit. Dès lors, en vertu des lois de continuité 
(comparez p. 1 13), on peut trouver un cercle F de centre x^=o 
et des nombres |i.|, a, tels que, pour | [ji | <; jjli et | a | < aj, l'en- 
semble des caractéristiques de (4) issues de V origine avec la 
valeur initiale a ne présente que deux points critiques x^^ Xo 
dans le cercle F. 

Traçons un cercle y, concentrique à F, contenu dans F, mais 
contenant x^ et x^- Nous nous proposerons de trouver une 

expression analytique qui représente, pour les valeurs de x com- 
prises entre y et F, l'une ou l'autre des deux caractéristiques 
issues de x^ avec la valeur critique o. 

Remarquons d'abord que, si [jl = o et si | :r< | est très petit, l'une 
des caractéristiques considérées est très voisine de w^x entre y 
et F, tandis que l'autre est très voisine de W2X, En effet, pour les 
caractéristiques qui présentent des points critiques arbitrairement 
près de l'origine, la constante C de la page 68 est arbitrairement 
grande; or l'égalité (3) de la page 68 montre que, lorsque |C| croît 
indéfiniment, une caractéristique w issue de x^ avec la valeur o 
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tend (en un point quelconque x)^ soît vers fv<, soit vers (V2. De 
cette remarque il résulte, par continuité, que, si [Xi et | ^1 1 sont 

suffisamment petits, les valeurs initiales \z^z) au point x des 
deux caractéristiques que nous étudions sont respectivement 

voisines de WxX et w^x. 

Considérons, par exemple, la seconde caractéristique et posons 

(-27) Ç = — =«;|-ha. 

Tous les résultats obtenus aux pages i i4-i 18 subsisteront ici sans 
modifications. L'équation (4) se transforme en l'équation (12) et 
la branche d'intégrale u de cette dernière équation, qui prend au 

point X une valeur initiale u voisine de zéro, est développable 
(dans une couronne circulaire) par rapport aux puissances de x 
et de A^^*- [développement (i4)]' Pl^s précisément, on peut déter- 
miner un nombre H et des nombres r',/' {inférieurs au rayon 
de r) tels que [quel que soit | tx | compris entre oet i) le dévelop- 
pement (i4) {où l^ on fait v = i) représente une fonction holo- 
morphe de x et hx^* pour r^ <c\x\<Cr" et | /* | <[ H. 

Lorsque h n'est pas nul, les caractéristiques z définies par le 
développement (i4) sont différentes de zéro à l'origine. Mais, 
pour A = o, nous obtenons une intégrale U à laquelle correspond 
une intégrale particulière Z| de V équation (4), nulle et holo- 
morphe à l^origine. D'ailleurs, lorsque | h\ tend vers o, la limite 
inférieure r' de la couronne circulaire où converge le développe- 
ment (i4) tend évidemment vers o; on voit ainsi que, pour A = o, 
les points critiques situés sur les caractéristiques Z| (issues de o 
avec la valeur o) viennent se confondre en a? = o. Si maintenant, 

partant de ^(r'<! | ^ | <[ /'") avec une valeur initiale u voisine (* ) 

de U(^), nous tournons indéfiniment dans un sens convenable 

sur la circonférence de centre o et de rayon |x|, nous obtenons 

au point x une infinité de déterminations nouvelles qui convergent 

vers Tu^{x) {cf. p. 117). 



(*) Cette hypothèse revient à supposer que le point critique x^ (d'où nous 
sommes partis à la p. 126) est suffisamment voisin de l'origine. 
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On obtiendrait des résultats analogues pour la première carac- 
téristique Ç issue du point Xs avec la valeur o. Posant 'C^ = {v'\-\- t^ 
on trouverait que cette caractéristique (ou la caractéristique t 
correspondante) est développable {dans une couronne circulaire 
de centre O) /^ar rapport aux puissances de x et cx^' [dévelop- 
pement (19)5 où l'on fait v = i]. Pour c = o, le développement 
obtenu donne une intégrale T à laquelle correspond une seconde 
intégrale particulière Z de l'équation (4) nulle et holomorphe à 

l'origine. Si, d'autre part, à partir d'une valeur initiale ^ de ^ 
voisine de T[x)^ on tourne indéfiniment dans un sens conve- 
nable sur la circonférence de centre o et de rayon \x\^ on obtient 
au point x une nouvelle infinité de déterminations qui convergent 

vers Z[x). 

Une fois obtenus les développements (i4) et (19) (où l'on fait 
v = i), nous reviendrons aux points critiques présentés dans le 
cercle F de centre o par l'ensemble des caractéristiques z issues 
de l'origine avec une valeur initiale a voisine de o. Nous avons vu 
(p. 126) que ces points critiques sont au nombre de deux lorsque 
le paramètre [x est inférieur à un certain nombre |jL|. En raison- 
nant comme à la page 117, nous démontrerons que, quel que soit 
[JL entre o et i, le nombre de ces points critiques est toujours 2 
à condition que a soit intérieur à une certaine aire A entou- 
rant a = o. 

Cela dit, il nous sera facile de déterminer le mécanisme des 
permutations qui s'opèrent au voisinage de l'origine pour une 
branche d'intégrale z. Ce mécanisme est exactement celui qui a 
été décrit aux pages 68-70. Soit x un point voisin de o. Les 
déterminations de z obtenues en ce point forment une série uni- 
linéaire 

. . . , -^—i, Zqj Z\^ • • • î 

et à chaque détermination Zj correspondent deux points critiques 

^y_i, Xj qui le permutent respectivement avec Zj_^ et ^y+i. Nous 
en concluons {voir p. 96) que, dans les conditions où nous 
sommes placés, l'origine est, pour l'équation (4), un foint 

TRANSCENDANT DE PREMIERE ESPECE, DE LA PREMIERE SORTE ET DU 
PREMIER TYPE. 
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RELATIONS ENTRE LES SINGULARITÉS TRANSCENDANTES 

D'UNE MÊME ÉQUATION. 



Je ne puis consacrer que quelques pages à ce problème, qui 
cependant, dans une étude plus complète, devrait occuper une place 
prépondérante. En effet, si nous voulons rester fidèles aux prin- 
cipes formulés dans l'Introduction de ce Livre, nous ne devons 
pas nous contenter d'étudier les intégrales d'une équation au voi- 
sinage d'une singularité transcendante isolée (quelle que soit 
l'extension donnée à ce voisinage, dans lequel nous avons compris 
un ensemble infini de points critiques algébriques). Il nous faut 
étudier les intégrales dans tout le plan et, avant tout, nous 
demander si les ensembles de permutations opérées au voisinage 
des diverses singularités transcendantes d'une même équation sont 
des ensembles indépendants ou, au contraire, des ensembles liés 
par certaines relations. 

Voulant arriver tout de suite à des résultats précis, je me con- 
tenterai d'examiner un type d'équation particulier, l'équation 

(l) '2y-+- AîJ^*-h A3^3=o, 

OÙ A3 est un polynôme de degré deux. 

On se rappelle qu'au Chapitre II nous avons fait une étude spé- 
ciale de l'équation (i) au point de vue de la croissance de ses inté- 
grales, et que nous avons été conduits à distinguer deux cas suivant 
que les degrés m^ et mz de A2 et As satisfont à l'une ou à l'autre 
des deux inégalités /Ws >• 2/^2+ i? 'Ws •< sma-f- 1. Or, précisé- 
ment, il va se trouver que la distinction de ces deux cas, suggérée 
par des considérations d'un ordre tout différent, a une importance 
capitale dans notre problème actuel. Tandis que pour m2 = o les 
singularités transcendantes de Inéquation (i) (où m^=z 2) sont 
B. 9 
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liées entre elles par une relation invariante, ces singularités 
sont indépendantes lorsque nt^^ o. 



I. — U équation iy -\-y'-\- ax{x — a.)y^==^o. 

En premier lieu, faisons dans l'équation (i) /n2=o avec m3=2. 
En effectuant au besoin un changement de variables de la forme 

(a?, 37 -h const.), (j^, ^ X const.), 
nous ramènerons l'équation (i) à la forme 

ou 

(3) J^ = -5-*, T.zz' =^ z -\- ax{x — a). 

Nous allons nous demander de quelle nature sont les singula- 
rités transcendantes de l'équation (3) suivant les valeurs de a et a. 

Appelons X',, V^ et X'^, X'^ les quantités X|, Xj qui, d'après le 
Chapitre IV (p. 107), sont respectivement associées aux singula- 
rités o et a, et cherchons à calculer ces quantités. 

Pour calculer X', et Xi^ on doit prendre les racines W\ et w^ de 
l'équation 

puis poser 

X', = --2H , x; = 



Il en résulte que X', et X^ sont les racines de l'équation 

4aa(X-h2)- — 2(X-h2) + 2 = o 
ou 

(4) ^ a 7.1^ -h {iQ a OL — 2)XH-i6aa — 2 = 0. 

On vérifierait de même que X'J et X'^ sont les racines de 

(5) 4<3^aX'-i- (i6aa -H 2)X -h i6aa H- 2 = o. 

Si nous comparons maintenant les équations (4) et (5), nous 
obtenons les relations 

(6) x; Xi 4- \\ X'i = 8, XI -h x; -4- x", -+- X'i = - s, 



RELATIONS EI^RE LES SINGULARITÉS TRANSCENDANTES. l3l 

relations invariantes qui expriment la dépendance réciproque 
des deux singularités transcendantes x = o et x = ol. 

De ces relations (6) nous allons déduire diverses conséquences, 
et tout d'abord celle-ci : des deux points singuliers o et a, l^un 
au moins est un point indirectement critique. 

Pour établir ce point, je montrerai que si Ton a Si(k\) >► o, et, 
par suite (p. 107), AÇk'^) <!,o^ on a nécessairement ,R(X'J)<;o, 

^(X';)<o. 

Vérilions-le pour X^. Nous savons que 

I I _ I I __ 

\T "^~ TT -~ '1 Y" "^ 1'^ — '* 

Al A« A| Ao 

Remplaçons alors, dans (6), V.^ et X!, par leurs valeurs en fonc- 
tion de X', , X" : nous obtenons 

— 8 ou — A, — YT-TT — ^1— vT-TT = ^' 



Xi-hi X'i-f-i ' Xi-h[ ' Xî-hi 

et nous vérifions aisément qu'il est impossible que cette égalité 
soit satisfaite si les parties réelles de X', et X'J sont toutes deux po- 
sitives. Nous en concluons que l'un au moins des deux points o 
et a est indirectement critique ( * ). 

Il y aurait un intérêt particulier à savoir déterminer toutes les 
équations (3) telles que les quantités X'^, X^, X", , Xg correspondant 
à ces équations soient réelles et rationnelles. C'est en ce cas, en 
effet, que les singularités transcendantes sont susceptibles de se 
réduire à des singularités algébriques ou à des points d'holomor- 
phisme. Voyons comment se posera le problème : 

Il est clair que les quantités X seront rationnelles en même temps 
que les racines de l'équation en w correspondantes. Or ces racines 
seront : 



r^ , . I • » I dz /i — 8aa 
Pour la singularité a? = o. . . w = 



Pour la singularité x = a. . , w ■= 



\ 

i d= \/ \ -h 8aa 



Pour que ces quatre racines soient rationnelles, il faut et il suffit 



(') Il ne saurait, par suite^ y avoir à dislance finie plus d'un point où se 
coupent une infinité d'intégrales de (3). 
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que les quantités (i — Saa.) et (i -h 8aa) soient toutes deux des 
carrés de nombres rationnels. Déterminer a a de manière à satis- 
faire aux conditions voulues revient donc à troiwer deux nombres 
rationnels carrés dont la somme soit 2. 

C'est là un problème connu, qui admet une infinité de solutions. 
Considérons l'une quelconque de ces solutions. Par exemple^ 

prenons pour valeurs de i — 8aa et i -\-8aai les deux carrés ;-r et ^' 

3 
dont la somme est 2. Nous devons, pour cela, faire a cl égal à —;. 

nous donnerons, par exemple, à a la valeur 3 et à a la valeur —- 
Alors l'équation (3) deviendra 

2zz'= z-\ za'(x — 3), 

25 

équation qui se transformera par le changement de variable 
en 



(•.5) 



(7) 2zz' = 5z -h x{x — 3). 

Pour cette équetion, les quantités que nous avons appelées, 
respectivement (v,, iv^, X|, X2 sont à l'origine 

3.1. I 

ivi=i, ^«=2' ^i=â' ^~~3' 



Posant z = x^i -^ t et z = ^1/7 -h m, nous ramènerons* 

(p. ii4 et 119) l'étude des intégrales de (7), qui sont nulles ài 
l'origine, à l'étude des deux équations 



1 



iFa= — -u-\- X -\-. . .. 

y3 



Il y a une infinité d'intégrales nulles à l'origine, lesquelles^ 
admettent l'origine comme point critique algébrique permutant 
deux déterminations. 

Au point x = i (point indirectement critique), les quantités w^,. 
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iVa, X», Âa sont 

J fj 

(Vi=3, tvj= i Xi=— -> Xj = — 7. 

2 

On prévoit que l'équation (7) jouit de propriétés remarquables. 
Mais de ces propriétés mêmes nous allons déduire que l'équa- 
tion (7) est intégrable, en sorte qu'elle ne définit pas de transcen- 
dantes nouvelles. 

Je dis d'abord que l'équation (7) admet deux intégrales particu- 
lières algébriques. En effet, si l'on pose j? = Ç^, l'équation (7) 
devient 

dz 

(8) ^3^ = 5î/^ + î-H$*-3), 

équation qui est vérifiée si l'on fait 

/3 /3 

De l'existence de ces deux intégrales nous déduirons a priori 
que l'on peut faire un changement de variable 

(H et G étant des fonctions rationnelles de $) tel que la fonction 
multiforme Ç de (^ soit une fonction à points critiques fixes. Déter- 
minons, en effet, la variable {> de manière que, pour z égal à l'une 
des intégrales polynomales (9), ^ soit égal à une constante, ce qui 
revient à déterminer H et G par. les deux égalités 

HP -hG=c, 
HPi-+G = ci. 

La fonction c se trouve satisfaire à une équation différentielle 

de la forme -jr = fonction rationnelle de \ et i'. 

d\ 

Dès lors, pour que la fonction \ Ae. v eût des points .critiques 
mobiles, il faudrait qu'il existât des intégrales z qui, pour des va- 
leurs mobiles de ^, satisfissent à l'égalité 

(10) -j^ = H'z -f-G -f- H -tr. =0, 

d\ d\ 
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en même temps d'ailleurs qu'à l'égalité (8). Mais les équations (8) 
et (lo), considérées comme système d'équations linéaires simulta- 

dz 
nées déterminant z et -^> n'admettent que deux solutions. El, 

puisque nous connaissons déjà les solutions 5 = ?, z = Pt (corres- 
pondant aux valeurs fixes c et C| de ç»), nous pouvons affirmer 
qu'il n'y en a pas d'autres. Ainsi la fonction $(<^) est une fonction 
à points critiques fixes : par suite, l'équation différentielle qui la 
définit est nécessairement une équation linéaire ou une équation 
de Riccati (comparer la démonstration de la page 22). 

Pratiquement, pour transformer l'équation (8) en une équation 
à points critiques fixes, il suffira de poser 

On trouvera que Ç est défini en fonction de v par l'équation dif- 
férentielle linéaire 



dv 3p(p — -2) /3i>(i^ — 2) 

équation qui donne <^ par l'inversion d'une intégrale abélienne. 

Avant d'aller plus loin faisons quelques remarques sur les 
branches d'intégrales de Téqualion (8) voisines de P et P|. 

Entourons le point $ = y/3 d'un petit cercle y (ne contenant 

pas l'origine), puis plaçons-nous en un point \ du contour de ce 
cercle et posons 

Je dis que, si b est suffisamment voisin de 605 wi^ caractéris- 
tique quelconque de (8) issue de \ avec la valeur initiale b 
n^ admet, en dehors du cercle y, aucun point critique à dis- 
tance finie. 

En effet, d'après les lois de continuité, l'ensemble des caracté- 
ristiques égales à 6 au point $ est, pour b voisin de èo? «i^^ fonc- 
tion holomorphe de b en tout point du plan des i, excepté 

peut-être au voisinage des points Ç = o, Ç = y/3 qui annulent 
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l'intégrale polynomale P» (pour laquelle b = bo). Mais nous savons 
(p. 182) que Téquation (8) possède une infinité de branches d'in- 
tégrales qui sont toutes nulles et holomorphes à l'origine (*). Ces 
branches sont fonctions holomorphes d'un certain paramètre C 
(c/. p. i24)î je supposerai que l'on ait pris comme paramètre C 
la valeur des branches d'intégrales en un point fixe |', voisin de 
l'origine, situé par exemple sur le segment Ço (on choisira | de 
manière que |o ne traverse pas le cercle y décrit autour du 
point v3). Si nous appelons alors Co la valeur P| (|'), les caracté- 
ristiques issues de 5' avec des valeurs C voisines de Go seront 
toutes nulles et holomorphes à l'origine. Considérons maintenant 

les caractéristiques issues de, 5 avec la valeur initiale ^ En un 

point quelconque de |o, ces caractéristiqaes sont fonctions nolo- 
morphes de b pour b voisin de b^. Donc Cest fonction holomorphe 
de b pour b voisin de 60 î donc, encore, les caractéristiques dont 

la valeur initiale b est suffisamment voisine de bo prennent en Ço 
une valeur voisine de Co et sont nulles et holomorphes à l'ori- 
gine. On en conclut que l'ensemble des caractéristiques issues 

de I avec la valeur b ne présente pas de point critique au voi- 
sinage de l'origine, mais seulement dans le cercle y. 

Nous allons maintenant démontrer une importante propriété de 
l'équation générale (3). Nous écrirons cette équation sous la 
forme 

après avoir effectué les changements de variables (zj-Lx = i*. 

Faisons varier avec continuité les paramètres a et a, de telle 
manière que l'origine continue à être un point directement cri- 
tique [pour lequel ^(X|)>>o], tandis que les points i = ±:y/a 
ne cessent pas d'être des points indirectement critiques. 

L'équation (11) admet, comme on sait (p. 127-128), deux inlé- 



(') Si l'on fait x = Ç% ces branches sont données par Téquation en / 
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grales nulles el holomorphes au point indirectement critique 

Ç = y/a. De ces deux intégrales, Tune, Z,, est très voisine de P| 
lorsque a et a sont respectivement très voisins de o,o4 et 3. Sui- 
vions cette intégrale Zj le long d'un rajon quelconque issu du 

point y a : nous obtenons un ensemble de caractéristiques (Z,) 
qui ne sauraient (si n eX, ol sont suffisamment voisins de o,oo4 et 3) 
présenter des points critiques ailleurs qu'au voisinage de l'origine; 
je dis que cet ensemble p! ail met comme point critique que V ori- 
gine elle-même. 

En effet, nous savons (p. i 19) que l'équation (1 «) a une infi- 
nité de caractéristiques {z) nulles à Torigine, fonctions holo- 
morphes de X et de la quantité cx^^. Ces caractéristiques [z) 
(lorsque |c| est assez petit) ne présentent aucun point critique 
autre que l'origine dans un cercle 3 de centre ^==0; elles sont 
par suite (d'après les lois de continuité) fonctions holomorphes 
de a et a en tout point de 8 (l'origine exceptée). Soit, d'autre 

part, C la valeur d'une caractéristique {z) en un point ^' intérieur 
à 8; la constante que nous appelons c se trouve être fonction 
continue et uniforme de C [voir p. 119, note i). Posons, dès lors, 

Co=P»(ï') : les caractéristiques [z) sont, dans le cercle 8, des 
fonctions continues des trois variables C, «, a pour C, a, a res- 
pectivement voisins de Co, o,o4 et 3. 

Soit maintenant Z, la valeur en Ç' de la caractéristique Z, suivie 

le long du segment y/o^S'. Pour a et a voisins de 0,04 et 3, Z< est 

voisin de C,,. Donc la caractéristique issue de \' avec la valeur Z,, 

et suivie le long de ^'o, est une des caractéristiques que nous avons 
appelées {z). En d'autres termes, l'ensemble des caractéris- 
tiques (Z|) présente à l'origine un point directement critique 
isolé, ainsi que nous l'avions annoncé. 

La démonstration qu'on vient de lire suppose a et a voisins 
de 0,04 et 3, soit \a — o,o4 | <C ^ et |a — 3 | <! o^i. Mais, une fois ce 
résultat obtenu, nous pouvons répéter la même démonstration (') au 



C) Soit a,, ttj u:i syàième de valeurs a et a pour lequel la proposition soit 

démontrée, et soit II, l'intégrale Z, correspondante. Il suffira de faire 0^= R,(Ç') 
dans la démonstration précédente pour (]ue cette déinonstralioo s'applique au 
voisinage des valeurs a^ et a^ de a et a. 
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voisinage de | a — o, o4 | = o", | a — 3 | = o-, . Nous constatons ainsi 
que la proposition énoncée ne cesse pas d'être vraie tant que a et a 
restent dans un certain' domaine : parmi les deux intégrales de 

Inéquation (ii) qui sont nulles et holomorphes au point y/a, 
Vune, Z|, est telle que V ensemble des caractéristiques (Z<) 

issues de yJoL avec la valeur o ne présente, dans tout le plan, 
d'autre point critique que V origine. 

En nous appuyant sur ce théorème, nous pouvons répéter, à 
propos de l'équation (i i), les remarques que nous avons faites 

plus haut sur l'équation (8). Traçons autour du point \Jcl un petit 
cercle y ne contenant pas l'origine; appelons $ un point du con- 
tour y et posons 60 = Z, ( $ ). Le raisonnement exposé à la page 1 35 
permettra d'établir la proposition suivante : Si b est suffisam- 
ment voisin de b^^ une caractéristique quelconque de (11) issue 

de $ avec la valeur initiale b n'admet, en dehors du cercle y, 
aucun point critique autre que V origine. 

Ce qui fait l'intérêt de cette proposition, c'est qu'elle établit 
une corrélation entre les diverses singularités transcendantes des 
intégrales de l'équation (11). 

Nous savons en effet (p. 190) que si, partant du point \ du 
contour y avec une valeur b voisine de 60» nous voulons opérer la 

série unilinéaire de permutations qui définit le point \jn. comme 
point de [)remière espèce de la première sorte, nous devons décrire 
une suite de tours le long du contour y. 

Or, faisons le changement de variable ^ = y/ay~* qui trans- 
forme le cercle y en un cercle G de très grand rayon, et les 

points ^ = o, Ç == oc en 7 = -T-» y = o. Il résulte de la proposi- 

y/a 

tlon énoncée plus haut que, si y est un point quelconque du con- 
tour G, l'ensemble des caractéristiques issues de y avec la valeur b 

ne présente aucun point critique en dehors des points -p et o. 

Par conséquent, décrire à partir de y le contour du cercle G 
équivaut à décrire un lacet fermé quelconque autour des 

deux points X ^= ^ ^^ y = ^ ' • 

Revenant à la variable Ç, nous énoncerons ainsi cet important 
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résultat : Les permutations opérées autour de la suite de points 
critiques algébriques qui converge vers le point indirectement 

critique y/a équivalent aux permutations opérées autour des 
deux points directement critiques Ç = o e/ Ç = oo. 

Le résultat ainsi obtenu n^étant pas altéré par le changement 
de variable x = S^, nous pouvons l'appliquer à Téqualion (3) en 

remplaçant Ç par x et y/a par a. 



II. — Uéquation^y '\- k^i^x^y^-^- axi^x — a)j''=o. 

Passons maintenant au cas où le coefficient A^ de l'équation (i) 
a un degré positif (A3 étant toujours de degré 2). J'ai dit que, 
dans ces conditions, il n'y a plus de relation invariante entre les 
diverses singularités transcendantes de l'équation (i). C'est ce 
dont nous allons nous rendre compte. 

Je supposerai, pour fixer les idées, Aj du premier degré. Les 
conclusions auxquelles je parviendrai dans ce cas s'appliqueront 
a fortiori lorsque le degré de Aj sera plus élevé. 

En posant y •=. z~^ et faisant au besoin le changement de 
variables (a;, x -h const.), (y, y x const.), on mettra l'équation 
proposée sous la forme 

(i'2) 2*y = (i -h Pa7)*-h aa7(a7 — ot). 

Je vais montrer que l'on peut disposer de ^ de manière que 
les points x =^ o et x =z ol soient des singularités de types assi- 
gnés à l'avance. 

Cherchons encore à calculer les valeurs X',, W^ et a", , V^ des para- 
mètres X|, X2 relatifs aux deux points o et a. 

Les quantités V^ et X^ sont données, comme au paragraphe I, 
par l'équation (4) de la page i3o. Quant aux quantités )/, , V^j 
elles sont évidemment égales à celles que fournirait l'équation 

izz' = (i -h p3t)-3 -H aa(:r — a). 

Or, cette dernière équation se transforme, par le changement de 
variable z = (i -h (ia) w, en 

, aa 

20)0) = O) -h 



(rTF?^""""^' 
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d'où Ton conclura que X* et X^ vérifient l'équation algébrique 



(i3) / Q ^, ^^-+- ; sn:? -+-2 P^-+- / ô-:t 



-+-2 = O. 



Les coefficients de cette équation n'étant liés aux coefficients 
de l'équation (4) par aucune relation invariante, il est clair que 
l'on pourra toujours disposer des paramètres a, a, ^ de manière à 
fixer arbitrairement le type des singularités o et a. 

Soit par exemple (comme à la page i32)a=-r>a=3. Pro- 

posons-nous de déterminer ^ de manière que X" = X', et X'^ = V^ • 
il faudra évidemment et il suffira que nous prenions 

(i-haP)« = — I ou 3p=— 1±*. 

En particulier, faisons ^ = — - 4- ô' auquel cas l'équation (12) 
se transforme par le changement de variable (z^ T) ^^ l'équation 

5 — 5i 



(ï4) ^'«'8 



'= ^5 — ^-y^*ar j * -+- a:(x - 3), 



La singularité o de l'équation (i4) se comporte comme la sin- 
gularité ode l'équation (7). On a V^ =s -t ^2 = — ^j ce qui donne 

une infinité d'intégrales nulles pour j? = o, lesquelles admettent 
l'origine comme point critique algébrique permutant deux déter- 
minations (voir p. i32). 

D'autre part, l'équation algébrique (i3) [où (i + pa)2 = — i] 
coïncide avec l'équation (4)* On a donc 

Aj — Ai — -I A, — Aj— — -, 

et l'on en conclut que la singalarilé 3 de Inéquation (i4) est du 
mime type que la singularité o. 

U équation (i4) jouit, dès lors, de cette propriété remar- 
quable que ses intégrales ne présentent aucun point singulier 
transcendant à distance finie. L'étude de cette équation semble 
devoir être, pour ce motif, particulièrement intéressante. 



l4o CHAPITRE V. — RELATIONS ENTRE LES SINGULXRITÉS TRANSCENDANTES. 

Nous venons de construire une équation (12) dont les singula- 
rités transcendantes dégénèrent en singularités algébriques. Il est 
clair que nous pourrions, tout aussi aisément, construire une équa- 
tion (12) présentant deux points transcendants directement cri- 
tiques. C'est là une circonstance qui ne saurait se présenter, nous 
Pavons vu, lorsque jâ est égal à zéro. 



NOTE. 

SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE 
DONT L INTÉGRALE GÉNÉRALE N'A QU'UN NOMBRE FINI DE 
BRANCHES, 

Par m. Paul PAINLEVÉ. 



Propriétés générales des équations différentielles 

du premier ordre, 

1. Soit 

(i) ^ = _£lZ^ (P et Q polynômes en ar,j^) 

une équation du premier ordre et du premier degré. 

Théorème I. — Une intégrale y {x) de inéquation (i) ne sau- 
rait présenter, dans le plan des x^ de points singuliers non 
algébriques, en dehors de certains points fixes \ en nombre 
fini, qui peuvent être déterminés algébriquement en fonction 
des coefficients de P et Q, 

Ce théorème a été démontré dans le corps de l'Ouvrage, et les 
points Ç ont été énumérés (p. iS-i^). 

2. Soit maintenante^ = 'f (^, y^j x^) l'intégrale qui pour x = x^ 
prend la valeur j^<>. Considérons, dans le plan des x^ deux points 

fixes [*) x^ et X arbitrairement choisis, mais distincts des'pointsÇ, 
et un chemin quelconque L joignant ces deux points et assujetti à 
la seule condition de ne passer par aucun des points Ç. Prolon- 



( ' ) Je représenterai par x (ou j?*, etc.) une valeur ^*a:e de la variable x 
(ou J?", etc. ). 
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geons analytiqiiement, le long de L, la fonction^ ( x) = ç (x^ ^®, x®) 
en laissant ky^ une valeur constante égale à 6 ou voisine de 6. Si 
nous rencontrons sur L un point critique (algébrique) de y{x)^ 
nous adoptons, après avoir franchi ce point, une quelconque des 
valeurs de y{x) qui se permutent autour de ce point. On arrive 

ainsi en x avec une certaine valeur j^=: o(Xj y^^ x^ ) qui dépend 
dey^. 

Théorème II. — L'expression o\x^y^^ x^) coïncide avec une 
branche d'une fonction de y^ algébroïde pour y^ = b, quelle 
que soit la valeur b {finie ou infinie) considérée. 

Ce théorème se trouve démontré dans le corps de l'Ouvrage, 
par le raisonnement indiqué au début delà page 20 et page 33. 

3. Remarques sur le théorème II. — Considérons la fonction 
y z=o\x^ y^^ x^) et prolongeons-la analytiquement dans tout le 

champ des x et des y{x^ restant invariable ). On peut être tenté 
de déduire du théorème II la conséquence que cette fonction ne 
saurait présenter dans le champ des y^ des singularités non algé- 
briques. Il importe de bien comprendre que cette conclusion n'est 
pas exacte. 

Représentons par Y(^) l'intégrale qui correspond aux condi- 
tions initiales \x =^ x^^ y =:. b). Pour plus de clarté, supposons 
d'abord quey(x) ait un nombre fini/? de branches; traçons, dans 

le plan des j?, entre x^ et x. p chemins L4, .. ., L^ de longueur 
finie, ne passant par aucun point $ ni par aucun des points cri- 
tiques de Y(a7), et tels qu'on arrive en x sur ces p chemins avec 
les p valeurs ¥<, . . ., Y^. Si l'on donne à y^ des valeurs voisines 

de 6, l'intégrale j^(:r) définie par les conditions {^x = x^^ y =^y^) 
prend, en X», /? valeurs jKi 7 ... ,^/i voisines de Yi, ..., Y^ quand :r 
varie de x^ en x sur les p chemins Li, ..., L^. La fonction 

y = ç(^, y^^ x^) a donc au moins p branches, soit ^ = îp,, 

y = cp^, qui, d'après le théorème II, sont algébroïdes pour^®== b. 
Mais si l'intégrale considérée r(x), voisine de Y(^), a plus de 

p branches, la fonction j^ = ©(j?, jk^, x^) a d'autres branches, soit 
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y =z Op^i(x, j'^, «:S), ..., qui peuvent admettre y^=^b comme 
point singulier transcendant. 

Montrons-le immédiatement sur un exemple. 

4. Étude d'un exemple particulier. — L'équation 

# 

a son intégrale générale définie par la relation 

X 

•(3) yey = — ^oer*= Cx (C constante arbitraire). 

Les points $ de l'équation (a) sont ^ = o et x = 00. Elle admet 

ll'intégrale particulière j^ = o ; sa transformée en5 = - admet Tin- 

tégrale 5 = 0. Toute autre intégrale j^(^) ne peut devenir nulle 
ou infinie en dehors des deux points jr == o et a: = 00. Enfin, aux 
points critiques mobiles (algébriques) de y{x)^ la fonction 
est égale à'^i. D'après (i^), une intégrale j>^(:r) n'a donc, en 
dehors du point x = o^ qu'un point critique à distance finie, à 

savoir le point x =: — -1-^"^^""^*^ et autour de ce point deux 

branches seulement se permutent. 

La relation (3), qui définit les intégrales ^^(.ar), peut s'écrire 

«(4) ^ -+- logj^ = Ioga7-4- const. ; 

quand x tend vers zéro, y tend vers zéro ou l'infini; or, l'équa- 
tion (3) en y n'admet qu'une racine ^(j?) tendant vers zéro avec^r 
et cette racine est holomorphe pour a: = o. Chaque intégrale j>^(j:) 
admet donc une branche et une seule holomorphe pour :r = o et 
toutes ses autres branches (en nombre infini) deviennent infinies 
pour j? = o, comme log x^ et admettent ce point comme point cri- 
tique transcendant; quant au point a? =: 00, c'est un point singulier 
i transcendant de toutes les branches de y{x)^ et ces branches de- 
viennent infinies en ce point comme log;r. 

Etudions maintenant y comme fonction de y^, en laissant à x 
et x^ des valeurs invariables; la fonction y = à(y^) ainsi définie 
est une fonction à une infinité de branches qui admet les points 
y^= o^ y^= co comme points sing-uliers transcendants. 
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En effet, l'intégrale générale y{x) peut s'écrire y = o(Gj7), 

où G = ■ — —; il suit de là immédiatement que, poury^= o, une 

des branches et une seule de ^(^") est nulle et holomorphe; toutes 
les autres branches sont infinies, comme log y^, et admettent 
y^ = o comme point critique transcendant. Pour ce qui est du 
pointy®=x), on voit immédiatement que l'équation 

7-+-Jogy =r"-»-logy^+log — 

= r^-H Iogy0-+- a, (a = log— j 

admet une solution y=: /(^y^^ a) et une seule (') méromorphe 
pour y^ = 00 (et infinie comme j^^); toutes les autres branches 
de i^{y^', CL) ontj^® = oo comme point critique transcendant. 

Ce résultat s'explique d'après la remarque du n" 3. L'intégrale 
Y(j?) définie par (:c = .r", y = o) est Y = o; elle n'a qu'une 

branche. La fonction y = (p(a?, y^^ x^) a donc au moins une 
branche algébroïde pour j>'®=o, mais toutes les autres peuvent 
admettre et admettent en fait j^** = o comme point singulier trans- 
cendant. Une remarque analogue s'applique à l'intégrale j/ ^ oo, 

ou 5 = — ^ o, définie par (x = x**, y := oo). 



(*) On montre aisément que s'il existe une racine y —f{y^^ a) de (5), algé- 
broïde pour ^j= ûo, cette racine esi de la forme 

Quand on remplace, dans (5), y par ce développement, les coefficients A, B, C 
se calculent successivement sans ambiguïté : 

A = I, B = a, C = — a, .... 

Comme, d'autre part, nous savons (n° 3) qu'une au moins des valeurs de 
y ■=. <J/(y®, a) est algébroïde pour y^~ oc, le développement précédent est sûre- 
ment convergent. On peu», d'ailleurs, le vérifier par la méthode des fondions 
majorantes. 

Remarquons que a ou log — admet une infinité de valeurs, différant entre 



elles de aniit (n*entier positif ou négatif); la branche y = ^( >'", log — ), mé- 

romorphe pour y«=oo, admet dans le champ des x une infinité de valeurs se 
permutant autour du point (\\q x = o. 



NOTK. 145 

Nous reviendrons plus loin sur cet exemple. Remarquons seu- 
lement que, quand y^ tend vers o (.r<* restant fixe, égal à 
I par exemple), le point critique mobile de y{x)^ à savoir : 

X =z g-^J+r") tend vers l'infini, c'est-à-dire ici vers un point Ç. 

Quand JK® tend vers l'infini, ce point critique devient complètement 
indéterminé. 

Cet exemple suffit à montrer la nécessité d'approfondir les par- 
ticularités de la fonction y = cp(ar, y^, x^ ) dans le champ desy^. 
Nous traiterons d'abord le cas particulier remarquable où l'inté- 
grale générale y{x) est une fonction à n branches. 

S. Equations (i) dont r intégrale générale y{x) est une 
fonctions à n branches. 

Supposons, en premier lieu, que l'intégrale générale y{x) soit 

uniforme» Soit jk(^î JK®? ^^) l'intégrale définie par les conditions 

initiales {x-=x^^ ^ = v^); la fonction jk(^, y^^ x^) a une valeur 
unique pour j^®=fe, que b soit fini ou infiniy et cette valeur 
est une fonction méromorphe de y^ pour y^=:b. La fonction 

y ^=- îû(^, y^f x^) est donc une fraction rationnelle eny^. Si l'on 

permute le rôle de x et de x^^ on a évidemment /^ = 0(0:'^, y, x), 
La fraction rationnelle y (^®) est donc nécessairement du premier 
degré. L'équation (1), par suite, est une équation de Riccati. 

Supposons maintenant que l'intégrale générale y{x) soit une 
fonction à n branches; par définition, nous entendrons par là 
qae chaq ne '\nié^vdi\e y {x) a exactement n branches, exception 
étant faite peut-être pour certaines intégrales formant un en- 
semble dénombrable. 

Soit c une quelconque des valeurs de.^*^ telles que l'intégrale 

y\x^ y®, x^) ne soit pas une fonction àe x k n branches. 

Représentons par E l'ensemble ( * ) de ces points c dans le plan 



(•) Soit n' le nombre de branches de l'intégrale y (a;, c, a:*); n' est nécessaire- 
ment moindre que n. Car si n' > /i, l'intégrale y{x^ y", a?*) admettrait au moins 
ri branches pour toutes les valeurs y^ voisines de c. Un raisonnement analogue 
montre (|ue tout point limite y^ des points c est aussi un point c; autrement dit, 
Tensemble dénombrable E est fermé; il renf<*rme son ensemble dérivé. Mais 
xes remarques ne sont pas indispensables au raisonnement qui suit. Ce raison- 

B. 10 
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des y^. Si b n'est pas un point de cet ensemble, Fintégrale 

y( x^ y^^ x^)^ pour ^ égal à 6 ou >oîsin de è, est une fonction 
de X à n branches, soit les branches^',, ..., ^«. Les combinai- 
sons symétriques 

ont une valeur unique (x gardant une valeur distincte des ç) en 
tout point b du plan des^® qui ne fait pas partie de l'ensemble E,, 
et cette valeur est une fonction méromorphe de y^ pour^i**= b^ 

Si donc l'expression uni/orme ^^yj = i( x, y^^ x^) présente des 

singularités non polaires, ces points singuliers font partie de l'en- 
semble dénombrable E, et par suite, d'après un théorème bien 
connu, il en est, soit le point ^*= y, qui sont isolés. Les mêmes 
remarques s'appliquant aux autres combinaisons symétriques, la 

fonction y = 'f (.r, y^, x*^ ) vérifie une relation de la forme • 

(i) y"*-^ An-i (^, j^«, xô)^«- » -f- . . . -+- A, ( j:, y^,x^)y -t- Ao(.7, yo, Jô) = o,. 

où les Ay sont des fonctions un/formes de y^ qui, si elles ne sont 
pas algébriques, admettent au moins (à distance finie ou infinie) 
un point singulier isolé (point essentiel au sens de Weierstrass), 
soit le point y^=^ y. 

Mais si l'on permute le rôle de x et de x^, on voit aussitôt que la 

fonction y^=^ ^(*^"? y 7 x)^ fonction définie par (1), vérifie aussi 
la relation 

('^) y'i -^- An-\{^, y, ^)y'i''^ +...-<- A,(Ïô, y. x)y^-^ Ao(ir«, y^, x)= o,. 

ce qui est impossible, comme on sait ('), si les fonctions Ay( j?, j'®, x^) 
(ou une d'entre elles) admettent un point singulier essentiel. 

ncrncnt ne dUrère pas d^ailleurs du raisonnement des pages 19-20 du texte. Mais 
je lui donne ici un peu plus de développement en vue de ce qui va suivre. 

(') La proposition élémentaire sur laquelle on s'appuie ici est la suivante : 
Soit y{z) une fonction analytique de z définie par une relation 

(3) ^«+A,^,(^)j'— »-t-...-+-A,(5)j--l-Ao(i;) = o, 

où les A sont des fonctions uniformes de z dont une au moins admet z = -^ ■ 
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La fonction y = <f (^, y^^ x^) vérifie donc la relation 

où les Ay sont des /onctions rationnelles de y^ (et des fonctions 
uniformes de x et de :r®). Ce^^ une fonction algébrique de y^. 

6. Du râle des points critiques fixes et des points critiques 
mobiles. 

Convenons de dire qu'un contour fermé C du plan des x ne 
tourne pas autour d^ un point fixe S, si l'on peut le réduire à un 
point par une déformation continue sans rencontrer ce point Ç. Ceci 
revient à dire que l'angle du vecteur ^x avec l'axe réel positif 
reprend sa valeur initiale quand x parcourt une fois le contour C. 
Si, au contraire, cet angle s'augmente de 2mTz(m entier positif 
ou négatif), on dit que le contour C tourne n fois autour du point Ç. 

Cette définition admise (*), soient y i ely.y deux branches d'une 
'intégrale particulière k(^) de l'équation (i); nous dirons que ces 
deux branches se permutent autour des points critiques mobiles 
si l'on peut passer d'une détermination à l'autre en faisant décrire 
à ^ un contour fermé qui ne tourne autour d^ aucun des points 
critiques fixes $. 

7. Equations dont V intégrale générale n'admet que n 
branches permutables autour des points critiques mobiles. 

Si l'intégrale générale y{x) di ses points critiques fixes, soit L 



comme point singulier essentiel isolé. // est impossible que la fonction inverse 
z{y) soit une fonction à un nombre fini m de branches. 

En effet, (moyennant le changement éventuel dt y tn y -t- h, h désignant une 
constante), il est loisible de supposer que Ao(z) admet z = y comme point essen- 
tiel et, d'autre part, que pour y = o les fonctions z(y) a ses m valeurs régu- 
lières et distinctes de la valeur y; pour y voisin de zéro, les m valeurs de z{y) 
diiïcrent donc de y de quantités supérieures en module à une certaine quantité 
positive p. Or, on peut toujours donner à z des valeurs tendant vers zéro et 
telles que A^(^) tende vers zéro avec elles; pour ces valeurs, Téquation (3) en^ 
a au moins une racine qui tend vers zéro; pour des valeurs y voisines de zéro, 
z{y) aurait donc une valeur voisine de 7, donc plus de m valeurs ce qui est 
contre l'hypothèse. 

(') Voir, au sujet de cette définition, les n" 12, 13 et 14 
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un chemin allant de x^ en a: sans passer par aucun point ^ ; la va- 
leur j^= si ar,^'®, x^ ) ainsi définie est une fonction partout méro- 
morphe de r^^ donc une fraction rationnelle. On voit, comme au 
n" 5, qu'elle est du premier degré; Tcquation (i) est une équation 
de Riccati. 

Supposons maintenant que chaque intégrale y (x) ait exacte- 
ment n branches permutables autour des points critiques mobiles, 
sauf peut-être certaines intégrales formant un ensemble dénom- 
brable et que nous appellerons exceptionnelles. Nous dirons, alors 
que l'intégrale générale admet n branches permutables autour 
des points critiques mobiles. 

Soit, comme plus haut, ^®=c une des valeurs (*) pour les- 
quelles l'intégrale j^^( or, y^^ x^) est exceptionnelle et soit E l'en- 
semble des points c dans le plan des j®. Pour toute valeur r"= b 

qui ne fait pas partie de C ensemble E, l'intégrale y{x^ />>, x^ ) 
admet n branches permutables autour des points critiques mobiles, 
soit les branches Y| , Y2, . . ., Y„ ; nous pouvons tracer, dans le plan 

des a?, un chemin L joignante?" et ^ (sans passer par aucun point $) 
et {n — i) contours fermés partant de x pour y revenir sans tour- 
ner autour d'aucun point ç, tels que^(j7, ^, x^) acquière enjrsur 
ces chemins les n valeurs Y|, ..., Y„. Pourj>''® voisin de 6, l'in- 
tégrale yix^y^^ x^) prend en j?, sur les mêmes chemins^ n va- 
leurs distinctes j^i, . . . , j>'„ voisines de Yi, ..., Y„, et ces n va- 
leurs se permutent autour des points critiques mobiles. Les 
combinaisons symétriques 

auront donc (le chemin L étant donné) une valeur bien déterminée 
pour toute valeur b (finie ou infinie) de y^ qui ne fait pas partie 
de l'ensemble E, et cette valeur sera une fonction méromorphe 
Ae y^ Y^oxxv y^ =. b , 



( >) On peut faire sur ces valeurs les mêmes remarques qu'à la page i45 (noie). 

L'intégrale y{x^ c, x*) ne peut avoir que n <, n branches permutables autour 
des points critiques mobiles. De plus, Tensembie E est fermé. 
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Dès lors, on peut répéter sans modification le raisonnement du 
n" 5. Les fonctions Kj{x^y^^ x^) sont nécessairement ra^io/î/ieZ/e^ 
en r®; la seule différence est que ces fonctions ne sont plus, en 
général, uniformes en x ou en x^. Il résulte évidemment de ce qui 
précède que leurs diverses branches sont holomorphes ou méro- 
morphes en x et en x^ lorsque x eix^ diffèrent respectivement des 
valeurs Ç, mais elles peuvent admettre ces valeurs comme singu- 
larités transcendantes fixes, soit dans le plan des x^ soit dans le 
plan des x^ (*). 

En définitive, /?o«</* la classe d^ équations considérée y la fonc- 
tion y = o(^, .X®, ^®) ^st une fonction algébrique de y^^ et les 
branches de cette fonction qui se permutent entre elles, quand on 
fait varier seulement x^, correspondent à n branches d'intégrale 
j'(x) permutables autour des points critiques mobiles, 

8. Propriétés des équations précédentes, — Les équations du 
numéro précédent, comme celles du n" 5, rentrent donc dans les 
équations dont l'intégrale générale y(^x) est une fonction algé- 
brique de la constante arbitraire convenablement choisie. On a 
vu, dans le corps de l'Ouvrage (p. 19-25), que l'intégrale générale 
de l'équation (i) peut alors se définir par une relation de la forme 

^ ^ M,,_,(:r)^«-»H-...-+-M,(a:)j^-M V(a;,j^)' 

où A désigne l'intégrale générale d'une équation de Riccati : 

(II) ^ = G^a7)X«-^ H(^)X + K(^), 

les coefficients Ly, My, G, H, K désignant des fractions ration- 
nelles en X, 



I oc 

(') Par exemple, l'équation y' = —a comme intégrale^ =^" -h log —; ;r = 

Oc X 

et ;r = 00 sont points logarithmiques de y = 9(iF, y®, x*) ainsi que x" = o 

y {-—■) 

cta7" = oc. De même, I équation y'=— ^ a comme intégrale ^ =^*c^'^ ■'• ; 

Téqualion y' = — a comme intégrale : y = y^l -— i • 

oc \x ) 
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L'intégrale de Téquation (II) peut s'écrire : 

i\\ bit) X(x) = jr- -^ (G constante arbitraire), 

les fonctions y, f^-, 'o et 0| étant des fonctions bien déterminées et 
holomorphes de x dans le voisinage d'un point x^ arbitrairement 
choisi en dehors des points \. Si l'on remplace ). par cette expres- 
sion dans (I), toute intégrale ^(:r) de (i) vérifie l'équation 

pour une valeur convenable de C. 
Considérons l'équation 

dy ây 

dont le premier membre est un polynôme en y de degré (an — 2 ) 
au plus; soitj^ = ^(j:) une de ses racines, et y son ordre de mul- 
tiplicité (pour X quelconque). 

Si^ = g{x) est en même temps une intégrale particulière de (i), 
l'égalité (1 bis) admet, pour une valeur convenable de la con- 
stante C, la racine j^ = ^(j;) comme racine d'ordre y -f- i (pour 
X arbitraire). Appelons solution multiple d^ ordre j -\- \ ^ toute 
intégrale particulière^ = gix) de (i) qui, pour une valeur conve- 
nable de la constante et pour x arbitraire, est racine d'ordre y -|- 1 
de l'équation (Ibis) en y. Une telle solution est nécessairement 
racine d'ordre y de l'équation (III) et, par suite, est une fonction 
algébrique de x. Les valeurs de la constante C qui correspondent 
aux solutions multiples seront dites valeurs remarquables de C. 

Ceci posé, le coefficient difierentiel de (1) étant ^. ! > soient 

p et q les degrés en ^ de P et de Q, et soit v le plus grand des 
nombres/? et ^ -f- 2. Il est loisible (moyennant une transformation 
homographique effectuée sur j^) de supposer /? = v, y = v — 2, et 
c'est ce que nous ferons. On a démontré (p. 28-24) que v est exac- 
tement égal à in^ à moins qu^il n^ existe des solutions mul- 
tiples de (i). Mais dans ce dernier cas, l'équation de Riccati (11) 
admet au moins une solution algébrique et se ramène aux quadra- 
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tures. La relation qui existe entre v et /i est alors : 
(IV) v = 2n-2/' 

y -h I désignant la multiplicité d'une des solutions multiples et la 

somme y^j étant étendue à toutes les solutions multiples. 

S'il n'existe qu'w/ie seule valeur remarquable, soit C|, de la 
constante, désignons par Aj la solution correspondante de l'équa- 
tion de Riccati (solution qui est nécessairement rationnelle) ( * ), et 
par /, le nombre des racines distinctes de l'équation (I) en j^ quand 

on y remplace X par X| {x étant arbitraire). La somme \V est 

égale k n — /| , donc au plus égale k n — i , et v est au moins égal 

à/H-i. La transformation [jL(:r)= r-— y ramène l'équation (II) 

à une équation linéaire à coefficients rationnels. 

S'il existe deux valeurs remarquables {mdÀs deux seulement), 

soit G| et G2, de la constante, désignons par X| et X^ les intégrales 

correspondantes de l'équation de Riccati, par l^ et U le nombre 

des racines distinctes de l'équation (I) en y pour X ^ X| et A ^ X2. 

On a 

v = 2/i — (n — l\) — (n — If) =s li-^ l^. 

Gomme il est loisible d'effectuer un changement homographique 
sur G, on peut toujours admettre que G = o et G = 00 sont les deux 
valeurs remarquables de G et l'équation (Ibis) peut alors s'écrire 

OÙ les i sont des entiers positifs ou négatifs sans facteur commun. 
La somme des entiers i positifs est égale k n et celle des entiers i 
négatifs à — n. 

S'il existe au moins trois valeurs remarquables de la con- 
stante, l'intégrale générale de (i) est nécessairement algébrique. 
Le nombre des valeurs remarquables de G et des solutions mul- 
tiples de (i) est évidemment fini. 



(^) En effet, si \{ûp) avait au moins deux branches, ces deux branches, d'après 
(II bis)f correspondraient à deux valeurs distinctes de C qui seraient toutes deux 
remarquables. 
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9. Posons-nous d'après cela la question suivante : 

Reconnaître si V intégrale générale d^ une équation (i) 
donnée vl acquiert qu^un nombre donné n de branches autour 
des points critiques mobiles. 

La question (p. 24) se résout à l'aide d'un nombre fini d'opéra- 
tions rationnelles, et si la réponse est affirmative, la méthode 
fournit explicitement les équations (1) et(ir); l'équation (i) est ainsi 
ramenée rationnellement à une équation de Riccati. 

Posons-nous maintenant la même question, mais sans que le 
nombre n soit donné. 

Soit toujours 

L'entier n est au moins égal à -• On peut toujours reconnaître, 

à l'aide d'un nombre fini d'opérations rationnelles, si l'entier n a 
une valeur inférieure ou égale à v. Quand la réponse est négative, 
si l'intégrale jouit de la propriété étudiée, il existe au moins 4eux 
valeurs remarquables de la constante (puique v est inférieur à ^ + 1). 
S'il en existe au moins trois, l'intégrale de(i) est algébrique : écar- 
tons ce cas. S'il en existe deux seulement, l'intégrale peut se 
mettre sous la forme (V). 11 est facile de reconnaître s'il en est 
ainsi. 

En effet, on peut toujours décider, à l'aide d'un nombre fini 
d'opérations rationnelles, si l'intégrale d'une équation (i) donnée 
se laisse mettre sous la forme (V), où les «désignent des constantes 
numériques quelconques dont la somme est nulle. 11 suffit d'ex- 
primer que l'équation 

(VI) J-iogS(^, y) -hy -^ logS(a7, y) = o 

coïncide avec l'équation (i); or l'équation (VI) peut s'écrire 

A et A< désignant deux polynômes en jk- le premier de degré v — 2, 
le second de degré v au plus, et B désignant un polynôme de 
degré v en y dont les racines sont les valeurs^ = ^^(-2:^). Comme 
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on doit avoir 

A, _ P 
A=-Q' 

le poljnoine A en^ doit être divisible par le polynôme Q en y de 
degré au moins égal; les deux polynômes ne diffèrent donc que 
par un facteur fonction de x seulement et qu'il est loisible de sup- 
poser égal à 1. Il suit de là que /a différentielle 

Pdx — Qdy 

admet un multiplicateur -^9 où B est un polynôme en y de 

degré v à racines simples. 

On commencera donc par reconnaître (ce qui est facile) si un tel 
multiplicateur existe. S'il existe au moins deux tels multiplica- 
teurs distincts (c'est-à-dire qui diffèrent autrement que par un 
facteur constant), leur quotient est une intégrale première de 
l'équation (i), et. ce quotient est une fraction rationnelle en j' de 
degré v : l'entier n serait par suite égal à v, ce qui est contre l'hy- 
pothèse. En définitive, dans l'hypothèse où nous nous plaçons, 
deux cas seulement sont possibles : ou bien il n'existe pas de mul- 
tiplicateur de la forme ^> ou bien il n'en existe qu'un (défini à un 

facteur constant près). 
Si l'on pose 

h ^\ {x)[y^ ^ %^{x)y^-'^-\-. , .^ a^{x)l 

les fonctions oLfç(x) sont déterminées rationnellement, ainsi 

que ^, ^ 

L'expression B étant ainsi calculée, il faut : 1° que les ra- 
cines y = gk{x) de B soient toutes simples ; 2? que les résidus Ck (*) 

de la fraction ~ rationnelle en y aient des rapports commensu- 

rables. Quand ces conditions sont remplies, considérons ces 



(') Ces résidus sont des constantes (indépendantes de x), car soit 



c, 



y-gA^) 



un des termes de la fraction ^ décomposée en fractions simples; 3iitCj est une pé- 

riode de la différentielle ^^ > donc de la différentielle totale exacte ^ — =^—5 ; 

elle est, par suite, indépendante d^ X] c^ est une constante numérique. 
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nombres rationnels — rendus irréductibles; appelons «i le plus 

petit commun multiple de leurs dénominateurs ; il nous est loisible 
de multiplier B par une constante numérique telle ^ que c< de- 
vienne i^. La nouvelle expression 

Ç^dy — ^dx 
B 

est une différentielle totale exacte où l'on a 

P r — ^1 y-g^ y — g^ <^r * 

les i désignant des entiers sans facteur commun. 

La primitive de cette différentielle est donc de la forme 

et l'on a 

(Idy-^Pdx ^^ y^i,idy^g',dx) ^^^ Kdy^K,da^ 

B "- ^ Ad y — gk ^ \i{y-^gk) 

A et A2 étant des polynômes en y rationnels en x, ainsi que 
^{y — gk)' L'identité 

h:VL{y-gk)^^x _ P 
A -Q 

montre aussitôt que h! est connu, lui aussi, rationnellement. 

En définitive, dans le cas que nous venons de traiter, nous savons 
mettre l'intégrale sous la forme 

H(iP, y) X u{x) = const., 

u' 
où H est un polynôme en jk et ^ et où — ^ /// est rationnel q\xx, ! 

10. Conclusion, — Posons-nous, d'après cela, le problème 
suivant : 

Reconnaître si C intégrale générale y{x) d^une équation (i) 
donnée est une fonction transcendante qui n'acquiert qu^un 
nombre fini non donné de branches autour des points critiques 
mobiles {ce nombre étant le même pour chaque intégrale, sauf 
peut-être pour un ensemble dénombrable d' intégrales parti- 
culières). 
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La réponse s'énonce ainsi : On peut, à l^aide d^un nombre 
fini d^ opérations rationnelles, résoudre le problème et (si la 
réponse est affirmative) ramener U équation à une équation de 
Riccati (^), 

Il est intéressant de remarquer que si on se pose le même pro- 
blème en supprimant la restriction que l'intégrale doit être trans- 
cendante, le problème devient beaucoup plus difficile ; on ne sait 
pas reconnaître encore, en général, si l'intégrale générale d'une 
équation (i) donnée est algébrique. Le problème transcendant ap- 
paraît donc ici comme plus simple que le problème algébrique cor- 
respondant. 

La nature de l'intégrale générale y {oc) d'une équation (i) est 
bien élucidée d'après ce qui précède, dans le cas où elle n'acquiert 
qu'un nombre fini de branches autour des points critiques mo- 
biles, ce nombre étant le même pour chaque intégrale particu- 
lière^ sauf peut-être pour certaines intégrales exceptionnelles 
formant un ensemble dénombrable. 

Mais il est impossible de ne pas se poser la question suivante : 

Quelle est la nature de l'intégrale générale y {x) d! une équa- 
tion (i), quand chaque intégrale particulière est une fonction 
de X à n branches au plus ou {plus généralement) admet au 
PLUS n branches permutables autour des points critiques mobiles? 

Avant de traiter cette question, j'étendrai les résultats pré- 



(^) Toutefois, sous cette forme, l'énoncé comporte une certaine restriction; 
une fois Téquation (i) ramenée à une équation de Riccati, son intégrale ne sera 
transcendante que si l'intégrale de cette équation de Riccati n'est pas algébrique. 
Or, quand on cherche à reconnaître si l'intégrale d^une équation de Riccati (à 
coefficients rationnels) est algébrique, il est un cas exceptionnel où Ton ne sait 
pas trancher la question mais où l'on sait seulement ramener l'équation à 

la forme — = H (a;), H étant une fonction algébrique de a? à deux branches. 
u 

Toute la difficulté est alors de reconnaître si les périodes de / li{x)dx sont 

commensûrables avec aiic, problème d*Abel qu'on ne sait pas résoudre en géné- 
ral. L'énoncé absolument correct répondant au problème du n* 10 serait donc : 
On sait résoudre le problème à l'aide d'un nombre fini d'opérations ration- 
nelles, ou ramener V équation à la quadrature — = H(a?) rfa?, (H fonction al- 
gébrique ^ deux branches). 
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cédents aux équations (iy où le coefficient dîSerentîel est encore 
rationnel en v. mais non plus en x. Cette extension nous per- 
mettra de mieux faire ressortir certaines difficultés particulière- 
ment délicates. 

1 1 . Propriétés des équations ( i > rationnelles en y et ana- 

. . P . 

ly tiques en x. — Supposons d'abord que. dans l'équation ^ i ), -jr soit 

rationnel en y et uniforme (mais non rationnel ) en x. Rien n'est 
changé aux théorèmes fondamentaux des n"* ï et 3 non plus qu'aux 
résultats des n"' 5 et 8. à condition de ranger parmi les points \ 
énumérés p. 8-15 les singularités transcendantes des coefficients 
de P et de Q /"points essentiels, ensembles parfaits de points singu- 
liers, lignes singulières). Quand l'intégrale générale de l'équa- 
tion (i) acquiert n branches autour des points critiques mobiles, 
l'équation se ramène à une équation de Riccati (II) (p. i49) P^^ 
une transformation (1); mais les coefficients de cette transforma- 
tion ne sont plus rationnels en x non plus que les coefficients 
de (II); ce sont des fonctions algébriques rationnelles des coeffi- 
cients de P et Q et de leurs dérivées jusqu'à un certain ordre. 

Supposons maintenant que P et Q soient des polynômes en y 
dont les coefficients sont des fonctions multiformes de x. Consi- 

dérons une branche quelconque de la fonction rrr» et appelons 

point ç tout point singulier non polaire x = ç de cette branche, 
et tous les points énumérés p. 8-i5. Bornons-nous (mais unique- 
ment par raison de clarté) au cas où il n'existe qu'uu nombre fini 

de tels points Ç. Si x© n'est pas un point ç, partons de x^ avec une 

P 
valeur^o de y et en adoptant une branche déterminée de pr> puis 

faisons décrire à .r un chemin qui ne passe par aucun pointa; 
toutes les propositions précédentes (n*'* 1-8) peuvent être répétées, 
moyennant toutefois la remarque déjà faite sur la nature des coeffi- 
cients des équations (1) et (H), coefficients qui sont alors trans- 
cendants. 

Cette extension faite, revenons au rôle des points critiques fixes 
et mobiles. 

y 

12. Retour sur les propriétés des points critiques fixes et les 

points critiques mobiles. — Soit ^ un point singulier fixe de l'in- 
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régrale générale y {oc) de (i). Par définition (n** 6), le point x^ 
quand il a parcouru un contour fermé, n'a pas tourné autour du 
point \ si l'argument de jc — ^ a repris sa valeur initiale. 

Par exemple, supposons que œ décrive q fois un cercle de 
centre Ç dans le sens positif, puis un lacet autour d'un point cri- 
tique mobile, et enfin q fois encore le cercle C, mais dans le sens 
négatif. Quand il a parcouru ce contour, x n'a pas tourné autour de $. 

Appliquons cette remarque à l'équation (2) étudiée au n" 4 

Considérons une intégrale particulière quelconque j^(.r) et la 
branche de cette intégrale, soil y^ix)^ qui s'annule pour x=^o\ 
soit r" la valeur de cette branche pour x^ voisin de zéro; si 
le point X décrit q fois dans le sens positif un cercle C de 
centre Ç = o (à partir de x^), la branche ^i [x) considérée (holo- 
morphe pour ^ = o), reprend toujours la même valeur en x^. 

D'autre part, la fonction y{x) admet le point critique algé- 

brique X\= -C'^y*"^^^^] en ce point, deux valeurs de y devien- 
nent égales à — i et se permutent autour de X|. Joignons x^ à x^ 
par un chemin L tel que quand x décrit L, y{x) partant de x^ avec 
la valeur j^® ait en X\ la valeur — i ; puis faisons tourner x une fois 
autour du point x<, revenons au point x^ sur le même chemin L 
[soit y^i^^^) la nouvelle valeur de j^], et faisons décrire encore 
q fois à X le cercle C, mais dans le sens négatif. Quand x a par- 
couru ce circuit total, x ri* a pas tourné autour des points cri- 
tiques fixes de Véf/uation (2). Mais la branche y^i^c) de y^ 
admettant x •= o comme point transcendant d'espèce logarith- 
mique, q valeurs Ae y{x) se permutent entre elles dans les q der- 
nières rotations (*) le long de C. Nous arrivons ainsi à cette con- 
clusion d'apparence un peu paradoxale : Vintép^rale y{x) de {2) a 
deux points critiques fixes x ^= o et x = co^ et un seul point cri- 
tique mobile [point algébrique au voisinage duquel deux 
branches se permutent); mais une infinité de branches de y{x) 
se permutent entre elles quand x tourne autour du point cri- 
tique mobile sans tourner autour des points critiques fixes. 

(') La même chose a lieu si Ton renverse le sens des rotations autour de O. 



13. Traçons, dans le plan des x. une demi-droite issue de O. par 
exemple l'axe réel négatif L. Dans Texemple précédent* le point jt 
franchit ^ fois cette coupure dans un sens et q fois dans le sens 
inverse. Qu'arriverait-il si Ton assujettissait le point x à ne jamais 
franchir la coupure L? 

liéfinissons une inié^rBley(x) de (2) par sa valeur r* pour x = i. 
Il est facile de voir que, suivant que y^ est dans un certain do- 
maine D de son plan ou en dehors de ce domaine, y{x) acquiert 
deux valeurs ou une seule quand x varie arbitrairement sans 
franchir L. 

Considérons en effet l'intégrale yi^x) qui pourx = a est égale 
à — I, et sui\ons les deux branches j',, y^ Aeyix) ainsi définies 
jusqu'au point x = / sur un chemin qui ne traverse pas L. Nous 
arrivons ainsi en x = i avec deux valeurs j^i z=f^(a)^ y^z=zf^(a) 
bien déterminées; quand a varie arbitrairement, les deux points 
yî{ci)f y^ici) varient dans un certain domaine D du plan des y, 
domaine limité par les lignes que parcourent j'i ely^ quand a dé- 
crit la coupure L (*). Ce domaine D n'embrasse pas d'ailleurs tout 
le plan des y. En effet, soit j^a une troisième branche de l'inté- 
grale y (^•), ei y^ sa valeur pour x = /. Quand x varie à partir du 
point a sans franchir L, la branche yz{x) ne présente ni en dehors 
de L ni sur L aucun point critique (-); la valeur de y^ n'est donc 
atteinte par aucune des fonctions j^, (a), y-xi^^^) quel que soit a. 

Donc, quand x varie arbitrairement à partir de x=^i sans 
jamais franchir la coupure L, r intégrale générale y{x) rfe (2), 
définie par x = i, y =y^, a deux déterminations si y^ est inté- 
rieur au domaine D, et une seule détermination si y^ est exté- 
rieur à 1) ou sur la frontière de ce domaine. Ce domaine D dé- 
pend essentiellement de la demi-droite L issue de l'origine qu'il 
nous a plu de choisir. 



(•) A un point a de L correspond deux couples de valeurs y,, y^ (et non un 
seul) suivant qu'on va de a au point x = 1 sur un chemin q^ii part de L d'un 
côté ou de l'autre. Posons ^''= a -h iv. La frontière de D fait partie de la courbe 

u - V tangv, comme on le voit, d'après l'égalité jeJ' = y^ey^ — » en faisant^ = — »» 

ic"-: i et en donnant à a: des valeurs réelles (négatives). 

('') Autrement, l'intégrale particulière y{x) admettrait au moins deux points 
critiques mobiles, et l'on sait qu'elle n'en possède qu'un (n**4). 
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14. De la rotation autour des points critiques mobiles, — 
Imaginons qu'à la définition adoptée aun"6, au sujet de la rotation 
de X autour des points critiques mobiles, nous substituions la défi- 
nition suivante : 

Les points Ç étant en nombre fini, traçons à partir de chacun 
de ces points des lignes s^écartant à Vinfini et sans points 
communs. 

Convenons de dire que V intégrale générale j{x) est une 
fonction à n branches permutables autour des points critiques 
mobiles siy quand x varie sans franchir ces coupures, n branches 
exactement de chaque intégrale particulière y (x) se permu- 
tant entre elles {exception étant faite peut-être pour certaines 
intégrales formant un ensemble dénombrable). 

Quelles sont les propriétés qu'entraîne cette définition? Il est 
bien évident, tout d'abord, qu'elle permet de répéter tous les rai- 
sonnements du n" 7 : toute équation qui répond à la définition 
nouvelle rentre donc dans la classe des équations dont l'intégrale 
générale j'(j?) est une fonction algébrique de y^. Mais cette défi- 
nition est beaucoup plus étroite que celle du n** 6, comme le 
montrent aussitôt les exemples suivants. 

Considérons l'équation 

2a:y 



dont l'intégrale générale est y = y/log^ -h (y®)*, si y^ est la valeur 
de y pour x = i , Les points Ç sont ici :r = o et x = 00. D'après la 
définition du n" 6, l'intégrale y{x) est une fonction à deux 
branches permutables autour des points critiques mobiles, mais 
elle ne répond pas à la nouvelle définition. Traçons, par exemple, 
le demi-axe réel négatif et assujettissons x à ne pas le franchir. 
L'intégrale y(»r) a deux branches permutables si y^ se trouve dans 
la partie D du plan comprise entre les deux hyperboles Çyj = ±: ir, 
{y^z=\-\-r\i)\ si y^ est extérieur à D,^ y{x) n'acquiert qu'une 
détermination quand x varie sans franchir la coupure. 
Considérons de même la fonction 
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qui vérifie l'équation 

elle acquiert quatre déterminations autour des points critiques 
mobiles, d'après la définition du n" 6. Appliquons la nouvelle défi- 
nition en prenant comme coupure l'axe réel positif du plan des x\ 
y{x) acquiert alors deux déterminations sauf pour les valeurs 
réelles de C. La nouvelle définition n'est donc pas satisfaite. En un 
mot, elle est beaucoup plus restreinte que la première. 

15. On pourrait, il est vrai, ado[)ler la dernière défini tipn en 
supprimant la restriction qu'elle renferme. Les coupures étant 
tracées, on conviendrait de dire que l'intégrale générale x(^) est 
une fonction à n déterminations permutables autour des points 
critiques mobiles, ûy (x) n'acquiert qu^ /i valeurs au plus quand 
X varie sans franchir les coupures. Mais si l'on applique cette défi- 
nition à l'exemple du n" 13, on voit que l'intégrale j^(:r, j'®, x^) 
de l'équation (2), permutable autour des points critiques, acquiert 
deux déterminations ou uue seule suivant quç v<^ est dans une cer- 
taine région D de son plan ou dans une autre : la région D dépend 
essentiellement de la coupure issue de ^ = o que nous choisis- 
sons. Enfin, y(x, y^, x^) est une fonction de y® à une infinité de 
branches, La dernière définition proposée est à la fois arbitraire et 
trop générale. C'est bien la définition du n" 6 qni s'impose dans les 
problèmes que nous traitons ici. 

16. Remarques sur V équation j^'== H(x) -f^ — » oii H est une 

fonction transcendante de x, — Les remarques précédentes en- 
traînent des conséquences intéressantes sur l'équation (2) où l'on 
remplacer? par une fonction transcendante convenable d'une nou-r 
velle variable. 

Considérons, dans le plan des x^ une aire A située tout entière 
au-dessus de l'axe réel, et limitée par un contour fermé qui n'est 
nulle pari analytique. Soit j; = F(X) une fonction eff*ectuant 
la représentation conforme de A sur le cercle F du plan des X qui 
a l'origine pour centre et pour rayon l'unité. La fonction F(X), 
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holomorphe dans F, admet la circonférence F comme coupure 
essentielle. 

Si nous remplaçons x par F(X) dans l'équation (2), il vient 



dX F(X) jr-+. I ~ ^ 'y-^i 

H(X) désignant une fonction de X, holomorphe dans F et pré- 
sentant cette circonférence comme coupure essentielle. A l'inté- 
rieur de F, l'intégrale jk(X) n'a pas de points singuliers fixes. 

Supposons, par exemple, que F soit égal à i pour X = o. Défi- 
nissons une intégrale particulière (y^) de (2 bis) par X=o, 
y = y^. Je dis que V intégrale y (X) est une fonction uni/orme 
ou à deux branches selon que y^ est extérieur ou intérieur à 
un certain domaine D' du plan des y^. 

En effet, soit a un point du domaine A; considérons l'inté- 
grale jk(:z:) de (2) qui, pour j? = a, est égale à — i, et faisons dé- 
crire à 07, à V intérieur de A, un chemin quelconque joignant les 
points :z: = a et :r = /; soient, comme plus haut, y^ (a), y^ici) les 
deux valeurs ainsi obtenues pour 5? == « ; quand a varie dans A, ces 
deux valeurs y< («), yii^ci) varient dans un certain domaine D' 
(compris dans le domaine D du numéro précédent). Si y^ est inté- 
rieur à D', ^intégrale ^(X) est une fonction de IL à deux 
branches, admettant la circonférence F comm,e coupure essen- 
tielle (* ) ; si y^ est extérieur à D' ou appartient à sa frontière , 
y(X) est holomorphe dans la circonférence F \^coupure essen- 
tielle de y {X)]{^). 

Remarquons que l'intégrale générale de (2 bis) est définie par 

la relation 

. F(X) 

soitXo=i, d'oùF = «; l'intégrale j^ = (p(X,jK®), définie par 



(») Soit^i(X), Xii^) ces deux branches; yi-i-y^ «^ y 1^2 sont des fonctions 
de X holomorphes dans V; y{X) admet dans F un seul point critique. 

(') Si le domaine A comprend l'origine a; = o, rintégrale>'(X) est une fonction 
qui a dans T un seul point critique {qui est fixe) ou au contraire deux points 
critiques, l'un fixe, l'autre mobile, cela suivant que y^ fait partie ou non d'un certain 
domaine D'. Dans le dernier cas, une infinité de branches de j^(X) se permutent 
sans que x tourne autour des points critiques fixes. 

B. II 
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est une fonction de X à une ou deux branches suivant les valeurs 
de y^^ définie seulement dans F (coupure essentielle), et une fonc- 
tion de ^®, à une infinité de branches, Sî y^ est extérieur au 
domaine D', une seule de ces branches représente l'intégrale y(X ) 
égale ky^ pour X = o ; toutes les autres branches représentent des 
intégrales particulières de (2 bis) qui ne se permutent pas dans le 
champ des X avec la précédente. Si j^® est intérieur au domaine D', 
la même remarque s'applique à toutes les branches de <f(X, y®), 
sauf à deux. 

Si x® varie et sort de D', une des branches de ^(X, ^®) qui 
coïncide avec une des deux branches de l'intégrale jk(X) définie 
par X = o, y=iy^^ cesse de jouir de cette propriété quand y^ 
franchit la frontière de D'. 

Soit j"(.r) l'intégrale de (2) définie par x =^i^ y =y®, et soient 
y]-) y^i •••î^wj ••• l^s valeurs qu'acquiert ^(a?) quand x décrit, 
à partir de /, un contour fermé quelconque sans tourner autour 
des points critiques fixes. Parmi ces valeurs j^J, y\^ . . ., il en est 
une seule ou il n'en est aucune qui soit une valeur, pour X = o, de 
la fonction ^(X) définie par X = o, y=y^^ cela selon que j^® est 
intérieur ou non à D'. Les branches de la fonction y=. ç(X, y^) 
représentent les intégrales y(X) de (2 bis) qui, pour X = o, 
prennent les valeurs 

y ^ y a y a • • • » j^hj • • • • 

17. Dans l'exemple précédent, H(X) est une fonction uniforme 
à ligne singulière essentielle. On peut former des exemples qui 
présentent des propriétés aussi curieuses, et où H(X) est une fonc- 
tion à une infinité de branches, n'ayant qu'un nombre fini de points 
singuliers. 

//fx 
. et soient 

a)i(X), (02(X) deux périodes primitives de cette intégrale, choi- 
sies de façon que, pour X = i , une des valeurs de — ^ soit -j- i. 

i 

Posons 

ar=— (X)=t(X), d'où X = 0(57), 

0)1 

p désignant line fonction modulaire de x, La fonction xÇS.) est 
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holomorphe, sauf pour X = o, X = i , X = oo. Ce changement de 
variables transforme l'équation (2) dans Téq nation 

(•2 ter) -^ = — ; — = H(X) -^ — , 

la fonction H(X) représentant une fonction à une infinité de va- 
leurs, holomorphes sauf pour X = o, X = — i, X = oo. Les seuls 
points Ç sont donc ici les points o, f , 00. 

Définissons une intégrale y (X) en prenant X = 1 comme valeur 
initiale de X, en adoptant pour X = i la branche de 'c(X) qui est 
égale à /, et en appelant y^ la valeur correspondante de JK(X). 
Quand X varie arbitrairement, a7(X) varie dans son plan au-dessus 
de Vaxe réel. Il suit de là quey (X) n^a d^ autres points critiques 
que X = o, X = — i , X = 00 « y^ est extérieur à un certain do- 
maine D'^ du plan des y^ (*). Si y^ est intérieur à ce domaine, 
y(X) présente un point critique mobile et un seul. 

Quand X décrit dans son plan un contour fermé quelconque 
sans tourner autour des points X = o, X = i , deux valeurs dey (X) 
au plus se permutent : en effet, le contour parcouru, a7 = T(X) 
reprend sa valeur initiale, et, d'autre part, comme x n'a jamais 
franchi l'axe réel de son plan, la fonction y (a?) correspondante ne 
saurait prendre que deux valeurs au plus chaque fois que x re- 
passe par sa position initiale. 

L'intégrale y {\.) de V équation (2 ter) est donc une fonction 
à points critiques fixes ou à deux branches permutables autour 
des points critiques mobiles, selon que y^ est extérieur ou inté- 
rieur à un certain domaine T)" . 

Les remarques faites au n" 16 sur les branches (en nombre 

infini) de la fonction y = cp(X,j'®, X*>), peuvent se répéter ici; 
seules, deux ou une de ces branches (permutables dans le champ 



X 

(*) Considérons la relation yey = y^ey^ —^ et faisons y= — j, x^=i\ dans 

réquation y*cr° = > faisons varier x à partir de i au-dessus de l'axe réel, 

X c 

en adoptant pour a? = i la racine double y" = — i; la racine ^"(a;) décrit alors 

le domaine D"; la courbe limite de ce domaine fait partie de la courbe u= v tangt^ 

(si j^''= a H- iV) {voir le n" 13, p. i58). 
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desy^) représentent l'intégrale j(X) qui, pour X = X", est égale 

Soit X<>== I ; quand y<^ franchit la frontière F de D", une branche 

de (p(X, j<>, X®), qui représente l'intégrale j(X,j®, X") d'un côté 
de r, représente de l'autre côté une intégrale jk(X) dont aucune 
branche ne prend la valeur y". 
Si l'on avait posé 

a>j(X) . ^ 

a),(X) 

une des valeurs de x correspondant à une certaine valeur X< de X 
serait nulle. L'équation (2'^) ainsi obtenue présente un quatrième 
point 5, à savoir X = X| . Quand X varie arbitrairement, x varie 
dans son plan au-dessus de la droite ,8= — 21 (si x =. ol-\- ^i); 
selon que y^ est extérieur ou non à un certain domaine D'", la fonc- 
tion ^(X) n'a que des points critiques fixes ou au contraire un 
point critique mobile : dans ce dernier cas, la fonction j^(X) a une 
infinité de branches qui se permutent sans que X tourne autour des 

points critiques fixes. La fonction y = o(X,y®, X®) a une infinité 
de branches qui se permutent dans le champ des y^ ; si y^ est in- 
térieur au domaine D'", toutes ces branches représentent des 
valeurs de l'intégrale j^(X), dont une des valeurs pour X=i 
est y^ ; si y^ est extérieur à D^'', une seule de ces branches repré- 
sente cette intégrale. 

18. Quelques remarques sur les équations dont les inté- 
grales y{x) sont des fonctions à n branches en plus. — Les 
exemples précédents font comprendre toute la diificulté de la 
question que nous nous posons maintenant : 

Quant les intégrales y [x) d^une équation 
(I) y=_Zl^ (P et Q polynômes en J-) 

ont n branches au plus, V inté grale générale y = <p(^, ^®, x"^ ) 
est-elle nécessairement une fonction algébrique de y^^ 

Si nous ne faisons aucune hypothèse sur les fonctions analy- 
tiques aj{x), bj{x)^ coefficients des polynômes P et Q en jk? la 
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réponse est sûrement négative. L'exemple du numéro 16 nous a 
montré une équation (i) dont les coefficients sont des fonctions 
uniformes affectées d'une ligne singulière, et dont l'intégrale géné- 
rale y = ^{x^ y®, x^) est une fonction transcendante de y®, bien 
que chaque intégrale particulière^ (:f) soit une fonction uniforme 
ou à deux branches (selon la valeur dejK®)« 

Plus généralement, posons-nous la question précédente en ad- 
mettant seulement que chaque intégrale acquiert au plus 
n branches autour des points critiques mobiles. L'exemple du 
numéro 17 nous montre que la réponse est négative y même dans 
un cas où les coefficients de P et Q sont des fonctions de x n'ayant 
que trois points singuliers (mais une infinité de branches). 

Mais restreignons-nous au cas où 1? et Ç^ sont aussi des poly- 
nômes en X et où y{x) admet n branches au plus. Quelle est 
alors la réponse à la question posée? 

Traitons d'abord le cas de /i = 2. 

19. Cas où les intégrales y{x) ont deux branches au plus (*). 
— Soit Q< [y^ x) nn des polynômes qui sont en facteur d^ns Q 
(polynôme qui se confond avec Q lui-même si Q est irréductible) 
et soit a: = a, ^ = ji un point de la courbe algébrique 

(2) Qi(P, a)=o. 

Si a est une valeur quelconque distincte des $, l'intégrale jk(^) 
qui, pour x =zaL est égale à ji, admet ^ = a comme point critique 
algébrique autour duquel deux branches ^j , JK2 àe y{x) se per- 
mutent : les combinaisons /< -h ^2 et^ijK2 Ti^ont qu'une seule 
valeur quels que soient x et le point (a, ,3) de la courbe (2); 
autrement dit, les fonctions 

y\'^y\= <K^, a, P), ^1^2= x(^» «> P) 

sont des fonctions uniformes de x et du point analytique a, [3, et 
ces fonctions ne peuvent admettre comme points singuliers trans- 



(^) Nous admettons qu^une intégrale particulière, au moins, a deux branches* 
sinon l'équation serait une équation de Riccati. 
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cendants que les valeurs x=.\ dans le champ des x et les va- 
leurs a = Ç dans le champ des a. La fonction j^ vérifie Féquation 

(3) ^«H- ^{x, a, p)r -*- x(^. «» P) = o. 

Supposons d'abord que ^ et y^ ne soient pas tous deux rationnels 
en a, ^, et soit a = Ç un point transcendant de A (ou de "^); si l'on 
pose a — Ç = ^^, V étant un entier convenable, ^ est rationnel en. t 
pour ^ voisin de zéro, et les fonctions ^j; et ^ de (^r, t) sont uni- 
formes en t pour t voisin de zéro ; f = o est donc un point singu- 
lier essentiel (au sens de Weierstrass) de if (ou de '£). 

Oy y{x) vérifie la relation 

(4) r'-^-'K^» Or-+-x(^» ^) = o» 

et d'après un théorème aujourd'hui bien établi (*), si dans cette 

relation (où x a reçu une valeur numérique a:®), je donne à y une 
valeur arbitraires^", l'équation en t ainsi obtenue admet une infi- 
nité de racines, soit tj, voisines det = Oj sauf pour quatre valeurs 

au plus de y^. L'intégrale y{x)^ définie par x^^ y^^ admet donc 
une infinité de points critiques mobiles a: = a = Ç -f- /y, sauf peut- 
être pour quatre valeurs dey®. 

Supposons maintenant que J^ et y soient rationnels en a. Il est 
évident que y est une fonction algébrique de y^. D'ailleurs, l'in- 
tégrale y (a:) définie par x^^y^ a deux valeurs, à moins que toutes 
les racines a définies par 

(5) (70)î-H ^{x\ a, p)^o-4- x(^^ a, ?) = o, Qi(a, p) = o 

soient confondues avec des valeurs \, 

Soit r le nombre des points Ç (en y comprenant éventuelle- 



( * ) Le théorème général auquel je fais allusion est le suivant : Si dans la relatioii 
(E) -"*-f-A,^,(Or''-*-^...-HA,(0=o, 

les A- sont uniformes pour t voisin de zéro et admettent ^ = o comme point 
essentiel isolé, l'équation (E) en t admet une infinité de racines voisines de zéro, 
sauf pour 3/1 valeurs au plus de y. 



'liai 
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ment $ =00): comme Q(P, a) est au plus de degré g en p, le nombre 
de valeurs de y^ correspondant d'après (5) aux r valeurs a = i, 
est au plus de 2mr. D'où ce théorème ; 

Théorème. — Quand les intégrales y (x) d'une équation {qui 
n'est pas une équation de Riccati) 

(1) -7^ = ^, ' ^ ' (P et Q polynômes en a?, y) 

^ ' dx Q(^, X) ^ r ^ 

sont des fonctions à deux branches au plus, elles ont toutes 
deux branches sauf peut-être un nombre fini d'entre elles (*). 

L'intégrale générale y =. ç(^, y^, x^) est, par suite, une fonc- 
tion algébrique de y^ ; on est ramené au cas des numéros 7 et 8. 

20. La démonstration s'étend d'elle-même au cas où les coeffi- 
cients aj(x)j bi(x) de P etde Q sont des fonctions uniformes de^ 
admettant au moins un point singulier essentiel isolé (^). D'autre 
part, quand ces coefficients admettent une ligne singulière, l'in- 
tégrale générale y(x) peut être une fonction à deux branches au 
plus, et en même temps une fonction transcendante dey^. Le seul 
cas qui reste douteux est celui où les coefficients aj{x)^ bi{x) sont 
des fonctions uniformes admettant un ensemble parfait et nulle 
part continu de points singuliers. 

21. Supposons maintenant que les intégrales y (^) de (i) ac- 
quièrent au plus deux branches autour des points critiques 
mobiles. En raisonnant comme au numéro 19, on voit que les 



(^) Ce nombre est au plus égal à 4 à moins que les points critiques de chaque 
intégrale y{x) ne soient en nombre yî/ii. 

(^) J'entends par là qu'un tel point est point essentiel isolé d^au moins un des 
coefficients a-, b^ et qu'il est, pour les autres, point essentiel isolé, pôle ou point 
régulier. Soit Ç un tel point : y{x) vérifie une équation de la forme (3), et en 
éliminant ^ entre les équations (2) et (3), on forme une relation de la forme 

r='*-l-A„_,(a?, a)y2»-»-+-...H-Ao(a7, a) = 0, 

où a = Ç est point essentiel isolé des fonctions A- uniformes en a. Laissons à x 
une valeur numérique : l'équation en a a une infinité de racines voisines de a, 
sauf pour q valeurs au plus de y. 
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combinaisons y^ -+- y2=^(x^ ol^ 3), ^,^2 = ^(07, a, p) sont des 
fonctions de x n'ayant que des singularités polaires en dehors des 
points x = ^; ce sont, par .suite, des fonctions du point analy- 
tique (a, P), c'est-à-dire de a, qui dans le champ des a ont toutes 
leurs singularités non polaires fixes; ces singularités sont, ou les 
points critique» de p(a), ou les valeurs a = $; les singularités 
transcendantes font parties nécessairement des valeurs a = $ (*). 
Il suit de là qu'on peut imaginer dans le plan des x une infinité 

dénombrable de chemins L allant de x^ en x ^ indépendants de la 
constante a, et tels qu'on obtienne toutes les valeurs de 'j'(^) et 

de 'f^ix) en partant de x^ avec une branche arbitrairement choisie, 

et en allant en x sur les divers chemins L. Soit i^^ et i^^ deux 
branches de *^{x) correspondant aux chemins L|, L2; si pour une 
certaine valeur de a, ^^ et ^o se confondent, celte valeur satisfait 

à la condition ^{{x ^ cl, p) = i{^2(^? ot, p), et une remarque ana- 
logue s'applique à la fonction ^. Supposons maintenant que chaque 
intégrale y (a?) at^quière dans tout le plan des x un nombre ^ni de 
valeurs. Il résulte des remarques précédentes que ce nombre est le 
même queJle que soit l'intégrale considérée^ sauf peut-être pour 
certaines intégrales formant un ensemble dénombrable (^). Par 
conséquent, on est ramené au cas étudié dans le numéro 7. L'in- 



■^■^"^■^^^■W" 



(^) En général, ces valeurs a = ^ sont des singularités transcendantes de ^ et 
de X' Considérons, par exemple, l'équation 

dont l'intégrale générale est 

un des points Ç est l'origine et a = est un point essentiel de 

Même remarque sur l'exemple 

j^2_ log jr — loga. 

(^) En effet, chaque équation 

^,{x, a, p) = 4/j(^, a, p) [avecQ,(a, P)=o] 

ne définit qu^un ensemble dénombrable de valeurs a. Une infinité dénombrable de 
telles équations ne saurait définir qu'un ensemble dénombrable de valeurs a. 
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* tégrale générale y (x, y^^ x^) est une fonction algébrique de y^. 
De plus, cette intégrale peut se mettre sous la forme 

7'«-f-An-i(a?, a)^"-i-H...-4- A,(a?, a)^-+-A«(a:, a) = o, 

m désignant un certain entier, et les Ay des fonctions uniformes 
de a: et de a qui ne peuvent admettre comme singularités non po- 
laires que les points x = ^ et a = $. 

Si les A-y ne sont pas tous rationnels en a, il ne peut y avoir plus 
de 2 m intégrales y (;r) ayant tous leurs points critiques confondus 
avec les points $. 

Le raisonnement s'étend de lui-même au cas où les coeffi- 
cients aj(x)^ bi(x) de P et Q seraient algébriques (et non ration- 
nels en x). Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Quand chaque intégrale y (x) d'une équation 

F ( y x) 
y = ^ ^ — - ( P et Q polynômes en y algébriques en x) 

n'a qu'un nombre fini de branches et acquiert au plus deux 
valeurs autour des points critiques mobiles, V intégrale gé- 
nérale y\oc^y^^ x^) est une fonction algébrique de y^, et il 
n'existe qu'un nombre fini d'intégrales ayant tous leurs points 
critiques confondus avec les points fixes Ç. 

Enfin la démonstration s'applique encore au cas où les coeffi- 
cients aj(x)^ bi{x) de P et Q sont des fonctions transcendantes à 
un nombre fini de branches admettant au moins un point singulier 
essentiel isolé (*). 

Cette démonstration peut-elle s'étendre au cas où le nombre 
maximum n des branches permutables autour des points critiques 
mobiles dépasse 2? Pour qu'il en fût ainsi (2), il faudrait au préa- 
lable avoir démontré le théorème suivant : 



(^) J'entends par là qu'un tel point, soit x=\^ n'est pour aucun des coefficients 
(Zp bi un point limite de points singuliers transcendants et qu'il est point trans- 
cendant pour un au moins de ces coefficients. 

(') Si «est > 2, mais si Q renferme en facteur un polynôme à la puissance 
(rt — i), soit [Qi(y, a?)]'*-^ les raisonnements du n« 19 et du n*» 21 s'appliquent 
sans modifications. 
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Théorème A (?). — Si dans la relation 

les Aj sont des fonctions uni/ormes de t n^ ayant qu'un nombre 
fini de points essentiels, les points singuliers transcendants de 
la fonction i (y) ainsi définie forment nécessairement un en- 
semble dénombrable, 

§ 

Bien que celle propos! lion ne soil pas douleuse, elle n'esl pas 
encore démontrée rigoureusemenl, même dans le cas où t{y) est 
l'inverse d'une fonction entière y (^). 

Je vais indiquer brièvement une autre méthode pour étudier le 
cas de n quelconque. 

22. Propriétés des équations dont les intégrales y {x) ont au 
plus n branches, — Supposons que les intégrales y{x) de l'équation 

(■> ■£ = ^(77^ ^-^^ ^ polynômes en x, y) 

aient au plus n branches, et que le nombre maximum de ces 
branches permutables autour des points critiques mobiles soit 
v(v^ n). 

Appelons intégrales exceptionnelles d'espèce im les intégrales 
qui acquièrent moins de v branches autour des points critiques 
mobiles (*). Si une intégrale y{x) définie par x®, y^ n'est pas 
exceptionnelle d'espèce im, le raisonnement du n" 7 montre que 
les combinaisons symétriques des v branches permutables autour 
des points critiques mobiles sont des fonctions méromorphes de y^ 
pour la valeur y^ considérée. 

Appelons intégrales exceptionnelles d'espèce if les intégrales 
qui ont moins de n branches distinctes (^). Si une intégrale définie 

par x^^ y^ n'esl pas exceptionnelle d'espèce z/, les combinaisons 
symétriques de ses n branches sont des fonctions méromorphes 
de y^ pour la valeur y® considérée (n** 5). 

Supposons maintenant qu'une intégrale, soil Y(x)^ définie par 

x= x^^y= 6, soit exceptionnelle à la fois des deux espèces im 



{}) L^indice m rappelle le rôle des points criliques mobiles. 
('') L'indice/ rappelle le rôle des points critiques fixes. 
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et if. Il peut se faire qu'il existe n chemins indépendants de y^ 
allant de x^ en x et tels que, poury<* quelconque mais voisin de 6, 

y\x^y^^x^) acquière n valeurs distinctes sur ces /i chemins. Quand 
il en est ainsi, le raisonnement du n" o montre que les combi- 
naisons symétriques des n branches de y (.r, y <>, x^) sont méro- 
morphes pour j^<> = b. Ce cas se présente si Y(^) est une fonction 



n 



2i^.z=.n' branches (y étant un certain diviseur de ri) et si les 

n branches de y{x^y^^ x^^ se confondent, par ai' groupes dey, 
avec les ri branches de Y(;r) pour y® tendant vers b (*). 

Nous dirons, dans ce cas, que l'intégrale Y(^) est à apparence 
exceptionnelle y et nous convenons d'appeler intégrale réellement 
excep tionrie lie loulQ intégrale à la fois exceptionnelle d^ espèce im 
et d^ espèce if et telle de plus que la condition précédente ne soit 
pas remplie. 

Ceci posé, si les intégrales réellement exceptionnelles forment 
un ensemble dénombrable, le raisonnement du n" 7 montre 
que les combinaisons symétriques des v valeurs d'une intégrale ^(j?) 
permutables autour des points critiques mobiles sont des fonctions 
rationnelles Ae y^. 

Tout le problème est donc ramené au suivant : Les intégrales 
exceptionnelles à la fois d* espèce im ^^ d'espèce if peuvent-elles 
former un ensemble non dénombrable? 

23. Singularité de y regardée comme fonction de y^, — 
Admettons que les intégrales exceptionnelles forment un ensemble 

non dénombrable, et soit x = x^^ y = c des conditions initiales 
définissant une telle intégrale. L'ensemble C des valeurs c dans le 
champ des y^ est, suivant une remarque déjà faite (n** 3), un en- 



3/- 



(*) Si Tintégrale générale de Téquation considérée tsi y = \/x{x— C), l'inté- 
grale Y (a?) qui correspond à C = o est exceptionnelle d'espèce i^, mais non d'es- 
pèce if. Si l'intégrale générale est y = \x-\-i-\- Cyjx^ l'intégrale Y (a?) qui cor- 
respond à C = o est exceptionnelle d'espèce if^ mais non d'espèce i^. Enfîn, si Fin- 

tégrale est définie par — ^ = Car, c'est-à-dire par y = Cx 4- \JCx{x — 1), 

l'intégrale Y (a?) qui correspond à C = o est exceptionnelle d'espèce i„ et d'es- 
pèce i^y mais n'est ({vl' apparemment exceptionnelle. 
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semble fermé. Puisqu'il n'est pas dénombrable, trois hypothèses 
sont possibles : 

Ou bien des aires finies du plan des y^ font partie de l'en- 
semble C\ 

Ou bien aucune aire ne fait partie de l'ensemble C, mais cet 
ensemble renferme des lignes (j'entends des ensembles parfaits 
bien enchaînés ne comprenant aucune aire); 

Ou bien enfin aucun ensemble continu bien enchaîné ne fait 
partie de C, 

Dans les deux premiers cas, il existe au moins une ligne (au 
sens de Cantor), soit L, qui fait tout entière partie de »î^, et dont 
chaque point a dans son voisinage des points n'appartenant pas 
à C, Montrons que la chose est impossible. 

Pour plus de simplicité, je me limiterai au cas où /i = 2 (l'équa- 
tion n'étant pas une équation de Riccati). Dans ces conditions, 
une intégrale au moins, soit Y(^), acquiert ses deux valeurs 
autour d'un pointa? distinct des points $, et par suite toutes les inté- 
grales y (a?) voisines de Y(^) ont au moins un point critique mo- 
bile autour duquel les deux branches àe y{x) se permutent. 

24. Démonstration fTun lemme. — Siy^ n'appartient pas à C, 
à cette valeur correspond au moins un point critique mobile j? = a 




de y{x)^ point distinct des \ el oxx y prend la valeur ^ (finie ou 
infinie) satisfaisant à la relation 

(•2) Q(P,a) = o. 

Il est loisible de faire en sorte que or = oo ne fasse pas partie des 
points Ç; posons alors 

p = (a — $i)(a — $2)...(a — 5a:), 

k étant le nombre des points $. La quantité p, pour chaque valeur 
de y^ non comprise dans C, a au moins une valeur diflerente de 
zéro ; j'appelle r{y^) la limite supérieure des modules des diverses 
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valeurs de p correspondant k y^ ( * ). Je dis que r tend vers zéro 
quand y ^ tend vers un point c de C et en particulier vers un 
point quelconque de L. 

En effet, supposons qu'il en soit autrement. D'après une propo- 
sition aujourd'hui classique de la théorie des limites, il existerait 
au moins une valeur x =^ X\ (-) distincte des valeurs \ et telle que 
pour des (') valeurs y^ tendant vers c, a tende vers x^^ j3 tendant 
par suite vers une des q valeurs y « définies par (*) 

Le couple (^i, y^) n'annule pas P(y, x)^ puisque x^ n'est pas un 
point \. L'intégrale Y(j:) définie par (x = j?<, yz=y^') est une 
intégrale à deux branches Y^, Y2, permutables autour du point 

X =^x^. Quand y^ tend vers c, l'intégrale y (x^ y^, x^ ) bien définie 

pour X voisin de x^ tend vers une des deux fonctions Y| (x) 

ou Y2(x), et par suite l'intégrale y (jt, c, x^) se confond avec Y (j?). 
La valeur c ne ferait donc point partie de l'ensemble C. 

25. Le lemme précédent entraîne cette conséquence qu^une 
ligne telle que L ne saurait exister. 

En effet, considérons dans le plan des y^ un point P ne faisant 
pas partie de C et voisin de L, tel que : i " deux certaines droites MA, 
MB issues de M et faisant un angle de 1 20° rencontrent L en deux 
points A et B équidistants de M ; 2° un ensemble continu appar- 
tenant à L et joignant A, B reste à une distance de M moindre 
qu'une quantité finie /. Il est loisible d'admettre que M est l'origine. 
Soient maintenant C^ et C^ les deux ensembles qui se déduisent de 
l'ensemble C en le faisant tourner autour de M de 120° et de 240"*, 
et C' l'ensemble formé par la réunion de ^, <1^|, €2^ Appelons D le 
domaine de tous les points y^ qu'on peut atteindre en partant de M 
sans rencontrer aucun point de C' ; ce domaine comprend M à son 

( * ) r est -t- 00 si une valeur de a correspondant à y* est infinie. 

(2) 37, pourrait être -+-00, mais en changeant x en on ramènerait x, à 

'^ X 'i- a ' 

distance finie. 

(^) Mais non pas nécessairement pour toutes les valeurs^* voisines de c. 

( * ) Il est loisible de supposer (moyennant un changement homographique suvy) 
que q = p — 2, et que Q(^ir x^) est bien de degré q en y. 
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intérieur; il est intérieur à un angle de centre M et de rayon /; il 
est donc limité par une ligne fermée, soitX. Ceci posé, e désignant 

cos -z — \- i sin — > considérons l'expression 

Cette fonction peut avoir une infinité de déterminations ; appe- 
lons s{y^) la limite supérieure des modules de ces valeurs pour ^<> 
donné. Si y® fait partie de C\ s(y^) est nul et réciproquement. La 
quantité s{y^) s'annule (*) sur la frontière X de D; elle est diffé- 
rente de zéro en M; appelons S la limite supérieure de s{y^) 
pour y^ variant dans D. 

D'après un théorème classique de la théorie des limites, il existe 
au moins un point Q ou y^^= b appartenant au domaine D ou à ses 
points frontières et tel que, pour des valeurs y^ tendant vers è, le 
module d'une branche, soit (t<, de '^{y^) tende vers S. Il suit de 
là (n" 24) qu'il existe dans le champ des x au moins un point, 
soit Xs^ distinct des $, et qui jouit de la propriété suivante : pour 

des valeurs de y^ tendant vers 6, l'intégrale y (:r, y®, ^® ) a un point 
critique a tendant vers x^ et donnant à ^{y^) une valeur dont le 
module tend vers S ; la valeur de y correspondant à ^ = a tend 
vers une racine j^< de Q(j>^<, a?<) = o. 

Considérons donc l'intégrale à deux branches Y(.r) définie par 

a? = ^Ti, y =: y^'^ une de ses valeurs pour ^ = ^<> coïncide néces- 
sairement avec b. La branche de la fonction a"(y®) qui, pour y^ = è, 
correspond à a = ^i, est algébroïde finie et différente de zéro pour 
y^= b; mais, d'autre part, son module est égal à S et, par suite, 
on a 

\^(y')\è\<b) 



pour j^® voisin de è, ce qui est impossible (^). 



( ^ ) Du moment que M a été pris très voisin de L et / très petit, la quantité r{y^) 
est très voisine de zéro dans le domaine D voisin de L, et par suite aussi /'(ejK*)» 
r(e';K")j car D se transforme en lui-même par une rotation de i8o' ou de 2^0* 
autour de M. Comme r{y^) s'annule en tout point de C, il en est de même du 
produit s=.r{y^) r{ey^) r(6'y"). Ce produit s'annule donc en tout point de C\ 
De plus, la limite supérieure de s(jk") dans D est finie (et même petite). 

(^) Quand une fonction analytique est algébroïde pour une valeur de la variable, 
il est impossible que son module soit maximum pour cette valeur. 
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Nous avons donc démontré ainsi ce théorème : 

Théorème. — // est impossible que V ensemble fermé C du 
plan des y^* comprenne un ensemble continu, 

La démonstration précédente suppose /i = 2. Elle s'étend moyen- 
nant quelques complications au cas de n quelconque. On démontre 
que, quand j>^® tend vers un point c de C^ un point critique mobile 

au moins, soit a? = a, de y (a:, y®, x^) tend vers un point Ç. On en 
déduit ensuite que C ne peut comprendre d'ensemble continu (*). 

26. Cas où l'ensemble fermé C ne comprend aucun ensemble 
continu. — Considérons une intégrale y(x) à n branches, et les 
combinaisons symétriques A„_i = S j>^4, ^ti-2 = ^yiy2^ ... de ces 
n branches. Les expressions An^i<, A;,_2j ••• sont des fonctions 
uniformes de x et de y^^ qui, dans le champ des a?, n'ont pas de 
points transcendants en dehors des points Ç et dans le champ des y^ 
n'ont pas de points transcendants en dehors de l'ensemble discon- 
tinu C. 

Les fonctions j^( a:) vérifient la relation 

(3) y-^-^n-iiop.y^ 5ô)jr«-i_H...-|-Ao(a:, jo, x^) = o. 

Inversement, on a 

Si les coefficients Ay(^, y^^ x^) admettent dans le champ des y^ 
un point transcendant isolé, ce point est un point essentiel de 
Weierstrass, et nous savons (n® 5) que les deux équations (3) 
et (4) ne peuvent avoir lieu simultanément. 

Donc, les Ay sont ou des fonctions rationnelles en y^^ ou des 
fonctions admettant un ensemble parfait et partout discontinu 
de points transcendants. 

Je dis que, dans ce dernier cas, aucun des coefficients Aj{y^) ne 
peut être indéterminé dans le voisinage d'un point singu- 
lier y<*= c. 

En effet, s'il en est autrement, une racine au moins de (3), 

soit y=zy^ (^, yo^ x^) est indéterminée quand y® tend vers c. Or, 
(') Voir la thèse de M. Zoretti {Journal de Mathématiques^ 1906). 
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considérons les valeurs au pointer de toutes les intégrales y(jc) 
réellement exceptionnelles. Ces valeurs forment dans le plan des y^ 

un ensemble soit C"^^ partout discontinu, Siyt {^^y^j ^®) est in- 
déterminé quand j^® tend verse, il existe, en dehors de l'ensemble C^c, 

une valeur Y vers laquelle (•) lendyyx, y^y x^) pour des valeurs 

de y^ tendant vers c. ^Or, l'intégrale y{x) définie par x = Xj 
y = Y '\- t (ê étant nul ou petit), a pour x = x^ n valeurs véri- 
fiant (4) et distinctes de c;.pour certaines valeurs de e, elle devrait 
en avoir une (/i+ i)**'™* très voisine de c, ce qui est impossible. 

En conséquence, si les Ajix^y^, x**) admettent un ensemble 
parfait partout discontinu de points transcendants y® = c, chaque 
fonction Ay est ou continue ou infinie pour^®=c et, dans ce 

dernier cas, -r- est continu pour r**= c. 

Or, de telles fonctions ne peuvent exister si l'on admet le théo- 
rème suivant : 

Théorème B. — Une fonction uniforme, continue dans une 
aire D, et qui est holomorphe dans cette aire sauf peut-être 
pour un ensemble parfait partout discontinu de points singu- 
liers, est holomorphe dans toute Vaire, 

Ce théorème a été démontré par M. Zoretti dans sa thèse. Toute- 
fois, sa démonstration prête à certaines critiques. Il serait très 
intéressant que le théorème B fût mis hors de toute discussion. 

Ce théorème une fois admis, nous aboutissons à la conclusion 
suivante : 

Quand les intégrales y {x) d^une équation 
(■> £ = 5(77f) (P. Q polynômes en ^, a;) 

ont n branches au plus, V intégrale générale y\x^ y^^ x^) est 
une fonction rationnelle de y^, 

La démonstration s'étend sans peine au cas où les coeffi- 



(^) Il en existe même une infinité formant un ensemble continu. 
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cients aj(x), bi{x) des polynômes P et Q en y sont des fonctions 
transcendantes de j: à un nombre fini de branches, qui n'admettent 
qu'un ensemble dénombrable de points singuliers. 

27. Conclusions sur les équations dont les intégrales y{x) 
ont n branches au plus, — Des deux méthodes que nous venons 
d'indiquer (*) pour traiter la question posée, la première 
résout complètement la question dans le cas de n = 2, mais pour 
être étendue au cas de n quelconque elle exigerait la démon- 
stration préalable d'un théorème de la théorie des fonctions, à 
savoir le théorème A du n° 21, théorème qui, dans le cas le 
plus simple, exprime que la fonction x{y) inverse cl^ une fonction 
entière y{x) ne saurait présenter dans le champ des y qu\ni 
ensemble dénombrable de points singuliers transcendants. 

La seconde méthode s'applique d'elle-même au cas de n quel- 



(^) On pourrait suivre une troisième mélhode dont le principe est le suivant : 
(|uand y^ lend vers une des valeurs exceptionnelles c, un point criliquc mo- 
bile a? = a tend vers un point Ç, soit Ç = o, la valeur correspondante de jk, à 

savoir p =y ( a, ^', a;"), tendant vers une des valeurs, soit jk — o, définie par 
Q(a, p) = o. Supposons que x ne soit pas en facteur dans (^{x, y) (pour 
y arbitraire) : le couple j? = o, y = o doit annuler non seulement Q, mais P; 
autrement, Téquation (i) serait régulière pour j? = o, y = o et le raisonnc- 

P n 

ment du n" 24 s'appliquerait. La fraction pr est donc de la forme - pour x = o, 

y = o. Admettons maintenant que nous soyons dans un cas où Tintégrale peut se 
mettre sous la forme 

(e) X{Xf y)i Y{Xy yy= C (C = const. arbitraire), 

X, Y désignant deux fonctions holomorphes à l'origine x = o, y = o^ et les deux 
courbes X = o, Y = o ayant i^origine pour point simple commun. Par hypothèse, 
les intégrales ^(07 ) étant des fonctions à n branches au plus, on voit aussitôt que 
la constante numérique s doit être réelle et commensurable (positive ou négative). 

Pour une certaine valeur de C (correspondant à a; = a:", y =x c), la courbe (c) 
doit se décomposer : or cela n'est possible, si s est positif, que pour C = 0. 

Si s est négatif, soit s= — j;> cela n'est possible que pour G = o et G = 00 

pour C = o, par exemple, k branches d'intégrale y{x) viennent se confondre 
avec la courbe X = 0. La méthode consisterait à étendre ces résultats à toutes les 
singularités d'une équation (1), si compliquées qu'elles fussent. Autrement dit, 
il faudrait démontrer que, parmi toutes les branches d'intégrales y = /( a?) qui 
existent pour x voisin de Ç, celles qui correspondent à des courbes intégrales dé- 
composées ou confondues sont en nombre fini, ou du moins sont dénombrables. 

13 



:* 
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conque, mais elle suppose un autre théorème de la théorie des 
fonctions, à savoir le théorème de M. Zoretti sur les fonctions 
uniformes admettant un ensemble parfait discontinu de points sin- 
guliers transcendants (théorème B du n" 2G). Elle serait pleinement 
satisfaisante si ce théorème était établi d'une façon irréprochable. 
Il est intéressant de constater le rôle essentiel que jouent deux 
propositions d'apparence abstraite et générale de la théorie des 
fonctions dans un problème aussi naturel et simple que celui-ci. ♦ 

Etudier les propriétés des intégrales y{x) d'une équation 
différentielle algébrique du premier ordre et du premier degré, 
quand ces intégrales sont des fonctions à n branches au plus, 

28. Les considérations précédentes démontrent dans le cas 
de /i = 2 et mettent hors de doute dans le cas de n quelconque, 
ce fait que l'intégrale générale d'une telle équation dépend algébri- 
quement de la constante jk" (0- 

Posons-nous maintenant la question suivante : 

Quand chaque intégrale y {x) d'une équation 

acquiert au plus n valeurs autour des points critiques mobiles, 
l'intégrale générale est-elle une fonction algébrique de y^ (^)? 



(*) Remarquons que, cette question une fois résolue, une autre question se 
dose encore : 

Existe-t-il des équations (i) dont chaque intégrale a un nombre fini de 
valeurs, sans que ce nombre admette une limite supérieure? 

Tous les raisonnements précédents supposent, en eiïet, ce nombre au plus égal 
à n. Bien que Fexistence de telles équations soit tout à fait invraisemblable, la 
question demanderait ù être tranchée rigoureusement. 

(^) Adoptons, pour un instant, la définition proposée au n° 13 : traçons à partir 
de chaque point l des demi-droites (coupures) sans point commun, et supposons 
que l'intégrale ^(^) acquière au plus n valeurs quand x varie sans franchir ces 
coupures. L'intégrale générale y{x) est-elle nécessairement une fonction algé- 
brique de jK°? l^a réponse est alors sûrement négative, comme le montre l'exemple 
du n" 13, où y acquiert deux déterminations ou une seule suivant que y* est inté- 
rieure ou non à une certaine aire. 
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Bien que la réponse doive bien vraisemblablement êlre affirma- 
tive, une méthode très différente de celles des n°* 21 ou 26 sera 
nécessaire pour résoudre la question. En efl'et, d'une part, la 
méthode du n" 21, dans le cas de /i = 2, nous montre seule- 
ment que jKi + JK2 et jKijK2 sont des fonctions de ^ à points cri- 
tiques fixes mais qui admettent ici une infinité de branches. 
D'autre part, la méthode des n°* 24-26 s'apj)uie sur ce fait que 

quand l'intégrale j^(^, y®, x^j tend vers une intégrale exception- 
nelle yy^f c, ^^), un point critique mobile au moins, soit x = a, 
tend vers un point Ç. Or, quand les intégrales j>^(:r) admettent une 
infinité de branches, il peut se faire qu'un point critique mo- 
bile X = en devienne indéterminé quand Vo tend vers c. C'est ce 

que montre 1 exemple ^= — dont l'intégrale générale définie 

par x^=i, yz^y^ est 

pour y^ ^ o, y(x) acquiert deux valeurs autour du point critique 

mobile x = e ^» ; pour y® = o, y{x) se réduit à jk ^ o, et le point 

1 

critique x = e ^» est complètement indéterminé quand y^ tend 
vers zéro. 

29. Si les coefficients aj^x), bi[x) des polynômes P et Q en y 
ne sont non plus rationnels mais sont des fonctions de ^ à un 
nombre fini de branches admettant un ensemble dénombrable de 
points transcendants, les méthodes des n°® 21-26 s'appliquent 
encore ainsi que leurs conclusions. Mais si les coefficients sont des 
fonctions analytiques quelconques, la réponse aux questions des 
jjos 27 et 28 est négative. 

QUELQUES PROBLÈMES GÉNÉUAUX RELATIFS AUX ÉQUATIONS 

DU PREMIER ORDRE. 

30. Su7^ la fonction yioc^y^^ x^), — Considérons une équa- 
tion (i) où P et Q sont des polynômes en y dont les coefficients 
sont des fonctions uniformes de^. Soient x^ et x deux valeurs nu- 
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mériques, distinctes des valeurs ç, et >' = ^(x, i**. j:* » l'intégrale 
définie par les conditions initiales x =jc*^y=y'^. Laissant à :r la 

valeur numérique x, prolongeons analvtiquement cette fonction 
dans tout le champ des^. Les différentes branches de cette fonc- 
tion représentent, pour y^ donné, une branche d'une inté- 
grale ^(or; de (i); appelons ^i ' x^y*^ x*) celle des branches qui 

pour X =■ — x^ ^e, réduit à y^ ; les autres branches, pour x = j:*, 
prennent les valeurs 

Toutes ces branches ç^lx, j'^, j:* ), '^zix^y*^ x^) se déduisent 
de la branche Oj ( x, y*^ x* ) en j. remplaçant y^ pour 'ijO'"), 

'ia<^^")i etc. On peut toujours définir la branche 0| (x^y^^ x^ ) de 
façon qu'elle soit algébroïde pour toute valeur de ^'j finie ou non. 
Toutes les autres branches seront également algébroïdes pour 
toute valeur de^*, si les diverses e:xpressions '^2{y^), ^aO'*)? •-- 
sont elles-mêmes algébroïdes pour toute valeur de y^] mais 
si 'J'sCjK")? P^^r exemple, admet une valeur j'«=c comme singula- 
rité transcendante, la fonction o-^i^^y^f ^®) admettra aussi cette 
singularité transcendante j^® = c pour x quelconque. 

Considérons les diverses branches d'une intégrale y(x) qui se 
permutcntautourdespointscritiquesmobiles,elsoienty«,j^J,yJ, ... 
les valeurs que prennent en x^ ces diverses branches. Ces branches, 
dans tous les cas, correspondent à autant de déterminations de la 

fonction ç(^, y^^ x^); mais il peut se faire qu^elles n'épuisent 
pas toutes les déterminations de cette fonction. C'est ainsi que 

dans l'exemple du n** 16, la fonction ^{x^y^^ x^) aune infinité de 
branches, bien que chaque intégrale j^( a?) soit une fonction à deux 
branches au plus. Insistons sur ce cas remarquable. 

31 . Intégrales exceptionnelles. — Soit Y (;r) l'intégrale définie 
par x =x^^ y = b\ l'intégrale y{x^ y®, x^) pour^o voisin de 6, 
acquiert, quand x tourne autour des points critiques mobiles, des 

valeurs qui pour x =: x^ sont égales -ày^yl^ Supposons qu'il 

existe un ensemble dénombrable de contours fermés, partant de x^ 
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pour y revenir, indépendants de y^ et tels, que pour toutes les 

valeurs y^ voisines de b, y[x^ y^, x^j acquiert, après avoir par- 
couru ces contours, toutes les valeurs ^J, y^^ .... Quand il en 
est ainsi, y% yl^ ... sont des fonctions de y^ algébroïdes 
pour y» = b. Quand il n*en est pas ainsi, nous dirons que l'inté- 
grale Y(^) = yyxj è, x'^) est une intégrale exceptionnelle I. 

L'intégrale Y (a?) égale à b pour x = x^ acquiert en x^ , quand 
X varie dans son plan sans tourner autour des points fixes $, les 
valeurs YJ, Y^, . . .; si, pour j^» voisin de 6, on peut établir entre 
ces valeurs et les valeurs analogues y^-^yX^^ . . . , de 

une correspondance univoque, telle que y^: tende vers Yy quand 
y^ tend vers 6, Y n'est sûrement pas une intégrale exceptionnelle I. 
La même conclusion s'applique si l'on considère toutes les déter- 
minations de Y(x) et Ae y{x)^ quand x varie arbitrairement, et 
si l'on peut établir entre ces déterminations une correspondance 
univoque jouissant de la même propriété. 

Il suit de laque Y(j?) OMy\x^ b, x^) ne peut être une intégrale 
singulière I sans qu'il existe des permutations évanouissantes 

pour j'*^ tendant vers b] autrement dit, l'intégrale j^(^, y®, x^), en 
outre des branches qui tendent univoquement vers celles de Y(a?) 
pour y^ tendant vers 6, possède au moins une autre branche, 
soit z(x), se permutant avec les précédentes autour d'un point 
critique mobile, et cette permutation s'évanouit (*) pour y^=b. 



(*) La branche z{x), quand y^ tend vers 6, ou bien tend vers une intégrale 

Z{x) qui n'est pas une branche de Y(â7), ou bien ne tend vers aucune limite, 

ou bien tend vers la même branche de Y {x) qu^une autre branche de y{x) déjà 

Y ( y — 2 ) 
considérée. Par exemple, si l'intégrale générale est^^^ — = const. = >'''CX' — .'2), 

«4/ 

(pour x^ = i), l'inLégraley = o est exceptionnelle, et quand y^ tend vers zéro, la 

seconde branche de ^( a;) tend vers^ = 2. Dans l'exemple du n" 4 où Ton change y 

i_ 

en -> l'intégrale générale est^e y = ^ > (j:*=i); Tintégrale y = o est 

y X 

exceptionnelle; pour y^ voisin de zéro, la branche de y{x) qui est égale à y 

pour a? = I, se permute avec une branche «(a?) autour du point x = — y^e^ "y^j 
et quand ^« tend vers zéro, z{x) ne tend vers aucune limite déterminée. Enfin 
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Considérons dans le plan des y^^ tous les points j^o = c tels que 

l'intégrale y (:r, c, x^) soit une intégrale exceptionnelle 1. On voit 
bien aisément (comme au n" o) que l'ensemble E de points c ainsi 
défini est un ensemble fermé. 

Quand la fonction y = cp(^, jk*^, x^) possède d'autres branches 
que celles qui correspondent aux déterminations de la même inté- 
grale y (a:), permutables autour des points critiques mobiles, l'en- 
semble E comprend sûrement une ligne, soit L, qui jouit de la pro- 
priété suivante : 

Une certaine branche de la fonction y= 'f (^î.>^®î »^"" ) prolon- 
geable à travers cette ligne L représente d'un côté de L une inté- 
grale y{x) dont une détermination est égale à y^ pour x = x^, et 
sur L et de l'autre côté de L une intégrale dont aucune branche 

n'est égale à y^ pour x = x^. 

C'est ce qui a lieu dans l'exemple du n" 16 : l'intégrale géné- 
rale jk(^) est une fonction à deux ou à une branche suivant que y^ 
est intérieur ou non à une certaine aire D' du plan des y^, La fron- 
tière de D' est une ligne L qui jouit précisément de la propriété 
énoncée (*). 

32. L'exemple du n° 17 nous montre que des circonstances ana- 
logues peuvent se présenter quand les coefficients aj{x), bi{x) des 
polynômes P, Q en j^ sont des fonctions à une infinité de valeurs, 
mais n'ayant qu'un novahve Jini de points singuliers. 

Mais supposons maintenant que P et Q soient des polynômes en 
x^ y\ est-il possible que les mêmes circonstances se présentent? 
Autrement dit, les questions qui se posent sont les suivantes : 



si l'intégrale générale est y'^= —, c'est-à-dire —r^ — = — ^ — , (a;* = i), 

° -^ x—C y -^ X y-Q^ X 

rintégrale y = o est exceptionnelle, et quand y^ lend vers zéro, les deux branches 
^c yi^x^y^) tendent vers jk = o. 

(') La définition -des inléjçrales exceptionelles I ne coïncide pas tout à fait avec 
la définition des intégrales réellemenl exceptionnelles I définies au n" 22 dans le cas 
où les intégrales y (a?) ont n valeurs au plus. L'ensemble E des points c corres- 
pondant à la nouvelle définition se compose, dans l'exemple du n** 16, de tous les 
points frontières de l'aire I)', tandis que l'ensemble C des points c correspondant à 
l'ancienne définition contient tous les points de D' et de son contour. Les deux 
çnsçrnbles E et «1^ coïncident si Ç qe comprend aucune aire. 
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Soit 



") ^x=Q0^ (P,Q polynômes en ^,x) 

une équation différentielle algébrique du premier ordre et du 
premier degré, et soit y {oc] v^, ^®) = ©(^, y^, x^) V intégrale 
de cette équation qui, pour x = x^^ est égale à y^, 

I ° Si laissant à x et x^ des valeurs numériques x et x^ distinctes 
des valeurs ^, on prolonge analytiquement la fonction <p(^, ^X®, ^®) 
dans le champ desj^<*, cette fonction acquiert sûrement toutes les 
déterminations correspondant aux diverses branches de l'inté- 
grale j^(^, y^, x^) qui se permutent quand x varie dans son plan 
sans tourner autour des points^^e^ ç (*). Peut-il arriver que cette 

fonction o(x, y^, x^^) possède d'autres déterminations ? 

2° Les intégrales exceptionnelles I peuvent-elles former un 
ensemble non dénombrable? 

La réponse à ces deux questions est affirmative quand les coef- 
ficients aj(x)j bi[x) des polynômes PetQ enj>^ ne sont pas algé- 
briques. Il est très vraisemblable qu'elle est négative quand ces coef- 
ficients sont rationnels ou algébriques : mais une démonstration 
rigoureuse apparaît comme très difficile. Et pourtant c'est là une 
question que l'étude analytique générale des équations (i) ne 
semble guère pouvoir esquiver. 

Remarquons que la seconde question renferme en quelque sorte 
la première, en ce sens que si la seconde est résolue par la négative, 
il en est de même a fortiori de la première. 

33. Soientj"(x, j"", ^®) l'intégrale générale de(i), et y(.r, c, x^) 
une intégrale exceptionnelle I. La valeur j^<^ = c peut être (mais 
n'est pas nécessairement) un point singulier transcendant d'une 

ou plusieurs branches de la fonction j^ = o(^, y^^ x^). L'en- 
semble E des points c du plan des y^ est toujours fermé; s'il est 



(^) Si l'on prolonge la fonction 9 (a?, )®, a?") dans le champ des a?", on obtient 
sûrement toutes les branches de l'intégrale ;k(^) T°> ^") <1"^ se permutent quand 
X tourne tant autour des points critiques fixes que des points critiques mobiles. 
Mais peut-il en exister d'autres? Dans tous les cas, il est plus simple de prendre 
y^ comme constante arbitraire plutôt que a?°, 
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dénombrable, l'ensemble dérivé est conlenu dans E et est lui-ménie 
dénombrable. 

Dans Texemple du n** 4, l'équation 



possède deux intégrales exceptionnelles I, à savoir y ^ o et ^ ^ oc. 
La fonction y = ç(^, X®, x^) est définie par la relation 

y^z=o est un point transcendant d'une infinité de branches de 

?(^î JK° ^®)î de même quey<> = oo. Lorsque y^ tend vers zéro, le 
point critique mobile unique ^ = a dey(;r), à savoir 

tend vers le point x = oo qui est un point Ç; quand y^ tend vers 
l'infini, ce point critique est complètement indéterminé. 

Comment cette dernière circonstance peut-elle se produire? 
Pour des valeurs àe y^ de module indéfiniment croissant, le point 
critique ^ = a tend vers i par exemple ; l'intégrale y{x)^ égale à y^ 
pour x=zx^^ prend donc la valeur j^= — i quand on va de x^ à un 
certain point a voisin de i sur un certain chemin L; mais ce che- 
min L, comme on le voit aisément, tourne autour du point critique 
fixe ^ = o un nombre de fois qui croît indéfiniment avec |jK®|. Si 
Ton veut que L reste extérieur à un cercle de centre ^ = o et de 
rayon petit mais donné e, la longueur de L croît indéfiniment 
avec \y^\' 

On conçoit, d'après cela ('), comment la même circonstance ne 
peut se produire quand le nombre des branches des intégrales y{x) 
est au plus égal à un nombre fini n. Nous avons montré (n** 24) 
que, dans ce cas, tout point critique mobile x^=cl^ autour duquel 



(M Si y® tend vers un point c sur un chemin continu, des considérations ana- 
logues montrent que tout point critique mobile x = ol autour duquel se permutent 
deux branches dty{x) qui cessent de permuter pour^(,= c, ou bien est indé- 
f^crminc, ou bien tend vers un point Ç. 
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se permutent deux branches de y[x^ y^j x^) qui cessent de se per- 
muter pour y^= c, tend nécessairement vers un point Ç quand y^ 
tend vers c, 

34. Equations différentielles algébriques de premier ordre, 
— Toutes les conclusions et tous les problèmes qui précèdent ont 
leurs analogues (* ) pour les équations 

(I) F(y,7,a7)=o, 

où F est un polynôme en j^, y et ix. 

En particulier, la proposition générale du n° 1 s'applique à ces 
équations : Si Con excepte un nombre fini de points x = ^ qui 
se déterminent algébriquement sur Céquation, les intégrales 
y{x) de (I) n^ admettent que des points singuliers mobiles, qui 
sont tous algébriques. Seuls les points fixes \ peuvent être des 
points singuliers transcendants. 

Convenons, comme au n" 5, de dire que l'intégrale générale 
de E est une fonction à n branches si chaque intégrale y{x) est 
une fonction à n branches, exception étant faite peut-être pour 
certaines intégrales formant un ensemble dénombrable. 

Convenons de dire, de même, que l'intégrale générale possède 
n déterminations permutables autour des points critiques mobiles, 
si chaque intégrale y{x) acquiert exactement n déterminations 
quand x varie arbitrairement mais sans tourner (^) autour des 
points I, exception étant faite peut-être pour certaines intégrales 
formant un ensemble dénombrable. 

Le théorème qui correspond au théorème du n" 8 s'énonce ainsi : 

Quand l'intégrale générale acquiert seulement n détermi- 
nations autour des points critiques mobiles [en particulier 
quand c'est une fonction à n branches), V intégrale y {x) de 
l'équation (I) est une fonction algébrique de y^^ et cette équa- 
tion s'intègre algébriquement^ ou bien par une transfor- 



(*) Voir mes Leçons de Stockholm, p. 4^-98, iii-j/|0, 155-172. 
(') Le sens de celle expresMon est le même qu'au n» 6 : le contour fermé G ne 
tourne pas autour du point ^, si, quand x a parcouru uoe fois tout le contour C, 

Targument du vecteur \x reprend la même valeur. 
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mation 

u = r{y\ y,x) (r rationnel en y\ y algébrique en ar), 

se ramène soit à une équation de Riccati 

(II) 4^ =A(a:)a«-hB(jr)a-hG(a:), 

ax 

soit à la quadrature 

(III) ^" =A(.^)^.77, 

/(i — a«)(i — Â:2a«) 

OU A, B, G sont algébriques et où k'^ désigne une constante. 

De flus^ pour n donné, on sait reconnaître, à l'aide d'un nombre 
fini d'opérations rationnelles, si l'intégrale générale de (I) jouit de 
la propriété énoncée, et si oui, on sait effectivement intégrer 
l'équation (I) ou la ramener à l'équation de Riccati (II) ou à la 
quadrature (III). 

33. Proposons-nous le même problème sans que n soit donné 
et en écartant le cas où l'équation (I) s'intègre algébriquement. 1 

Autrement dit, cherchons à reconnaître si V intégrale géné- 
rale y {x) de (I) est une fonction TR.vj\scENnAj\TE qui n'acquiert 
qu'un nombre fini y jvojv donné, de valeurs autour des points cri- 
tiques mobiles y ce nombre étant le même pour chaque intégrale, 
sauf peut-être pour un ensemble dénombrable d'intégrales 
particulières, 

La réponse est la suivante : On sait y à Vaide d'un nombre fini 
d'opérations algébriques, reconnaître s il en est ou non ainsi, 
ou intégrer V équation par la quadrature de différentielle 
totale 

M(j^' ^){^y — y d^) = const., 



/' 



M désignant une fonction algébrique de (Xj y) et y la fonc- 
tion algébrique de x, y définie par (I). 

Dans ce dernier cas, pour que l'équation (I) rentre dans la caté- 
gorie étudiée, il faut et il suffit que, frétant quelconque et u dési- 
gnant / M(/, ^) dy^ l'une des deux expressions e^" ou ,^ soit 
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algébrique en y^ pour des valeurs convenables des constantes X 

fin 

et k^. On peut dire encore que l'équation j- = M(y) doit définir 
une fonction yi^ii) à un nombre fini de branches. 

Remarque. — Dans le dernier cas exceptionnel dont nous venons 
de parler, le problème posé se trouve en fait ramené au même pro- 
blème concernant une équation (I) où x ne figure pas. Le cas 
où X ne figure pas apparaît donc, au point de vue qui nous occupe, 
comme un cas exceptionnellement difficile (*) auquel se ramènent 
tous les cas où le problème posé n'est pas complètement résolu. 

De plus, comme nous l'avons remarqué déjà au n" 9, le cas où 
Téqualion s'intègre algébriquement échappe à la méthode; le pro- 
blème posé est donc plus facile à résoudre quand l'intégrale géné- 
rale est transcendante que quand elle est algébrique. 

36. Enfin, il est impossible de ne pas se demander, comme au 
n" 18, quelle est la nature de V intégrale de (I) quand chaque 
intégrale y {x) est une fonction à n branches \u plus. Pour /? = 2, 
la méthode du n" 19 montre rigoureusement que yi^x) est une 
fonction algébrique de y^^ et dès lors les conclusions du n° SI 
s'appliquent; mais pour pouvoir être étendue au cas de n quel- 
conque, la méthode exigerait la démonstration préalable du théo- 
rème (A) (p. 169). Quant à la méthode des n'" 23-26, elle peut 
être appliquée aux équations (I), et elle aboutit aussi à cette con- 
clusion que yi^x^^ dans le cas étudié, est une fonction algébrique 
de j^^. Mais elle s'appuie sur le théorème (B) (p. 176). 

D'une manière générale, toutes les propositions démontrées 
dans le cas où y entre dans (I) au premier degré, s'étendent sans 
peine au cas où ce degré est quelconque. 



(*) Le problème qui consiste à reconnaître si une intégrale abélienne a une ou 
deux périodes renferme en particulier les problèmes d'Abcl : reconnaître si Tinté- 

dx 

données par Tchcbycheff et Zoiotaref montrent le caractère arithmétique des dif- 
ficultés du problème. 



z=^=^==== n'a qu'une période. Les solutions partielles 



FIN. 
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